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上 世纪 末 到 本 世纪 初 ，Poincaré 等 人 从 经 典 力 学 和 微分 方程 
定性 理论 的 研究 中 ， 提 出 动力 系统 的 概念 。 微 分 动力 系统 的 现代 
研究 , 则 始 于 本 世纪 60 年 代 初 Peixoto 等 人 的 工作 .在 Smale $ 
其 他 许多 学 者 的 倡导 和 推动 下 ， 这 一 学 科 的 基本 理论 的 研究 取得 
了 重大 的 进展 。 自 -70 -年 代 以 末 , 微 分 动力 系统 的 研究 ,更 广泛 地 
向 各 个 应 用 领域 发 展 ， 在 经 济 数学 ,气象 预报 ,数值 计算 、 统 计 力 
学 等 领域 里 ， 微 分 动力 系统 理论 的 应 用 已 经 周 露 头 朋 。 在 系统 控 
制 .天 体力 学 .流体 力学 ,振动 理论 .化 学 反应 ,生理 过 程 . 生 态 和 人 
口 问题 等 许多 方面 的 研究 中 ， 微 分 动力 系统 也 展示 了 广泛 应 用 的 
前 景 ， 这 一 学 科 之 所 以 受到 普遍 重视 ,不 仅 因 其 丰富 而 深入 的 理 
论 , 而 且 特 别 是 由 于 它 的 广泛 而 有 成 效 的 应 用 . 

微分 动力 系统 理论 的 基本 教材 ,国外 已 有 几 种 ,例如 [11, [2] 
积 [3]。 从 选材 的 角度 来 看 ，| 1 ] 无 疑 是 一 本 很 好 的 书 ， 该 节能 
抓 住 要 点 介绍 微分 动力 系统 理论 的 一 些 重 要 问题 ,安排 紧 汇 ,不 枝 
不 莹 。 遗 娘 的 是 ,该 书 作者 对 细节 太 不 注意 ,证 明 中 错漏 其 多 ，。 叉 
随意 使 用 较 深 的 数学 工具 而 不 做 必要 的 准备 ， 这 一 切 给 读者 造成 
很 大 的 困难 ,甚至 使 得 一 些 初学 者 望 而 生 绩 . [2] 和 [3] 比 [11 出 
版 得 晚 , 书 中 列举 了 不 少 浅 易 的 例子 ,在 可 读 性 方面 下 了 较 多 的 工 
夫 。 但 这 两 本 节 在 内 容 的 深 人 程度 上 不 如 [1]， 对 局 部 的 或 低 维 
的 情形 介绍 较 多 ,对 一 般 情 形 讨论 较 少 ， 另 外 ,在 结构 方面 ， 这 两 
本 书 也 由 于 穿 播 例子 太 多 而 显得 有 些 松散 ， 

作为 "现代 数学 基础 从 书 ” 之 一 ， 作 者 希望 本 书 能 成 为 研究 生 
和 高 年 级 大 学 生 的 一 份 既 可 读 ， 又 有 一 定 深度 的 教材 ， 在 编写 过 
程 中 曾经 参考 [1] 一 [3] 以 及 其 他 一 些 文献 。 作者 普 参 加 由 亡 出 
涛 先生 和 丁 同仁 先生 主持 的 几 次 微分 动力 系统 讨论 班 ， 从 中 获 益 
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第 一 章 ”动力 系统 概 说 
51 动力 系统 概念 的 发 展 


动力 系统 的 概念 ， 起 法 于 党 向 分 方程 定性 理论 的 研究 ， 考 起 
定义 于 К" 上 的 微分 方程 组 


de 


和 初始 条 性 
(0) == ros (1.2) 

这 里 ФЕС К", B”), z€ Ке, 我 们 知道 方程 组 (1.1) 满足 初始 
Е (1.2) 的 解 plr) 总 是 局 部 存在 的 ， 如 果 名 满足 一 定 的 条 
忻 3, 那 么 解 фр.) 可 以 对 一 切 1€ER fix, € Ке 有 定义 。 х Б 
{Е *， 解 pOor) 应 满足 以 下 关系 : 

G) @(0,z#) = z, Yre К”, 

(її) pG + hx) = pir plnr} 

Ysy R, rE R”, 

满足 上 列 条 件 (10) ЯП Gi) ВАЎ p: R x R” 一 R” #&20 R” 中 的 
AURAA. 对 于 给 定 的 xze R"， 我 们 把 点 集 

Orb fx) = {ф(,х)|г6 R} ER” 
称 为 流 罗 经 过 点 * 的 轨道 。 从 上 世纪 末 开 始 ，Poincare 等 人 就 对 


1) ІЙ ЕЕ PEB s fF -a 
Piy gQ =: |) (1-1 = үз з} 


Ж ur. [0,0098 连续 :; 当 + > O hf ФО”)>0 ЖНА т > 0 F 
+ 


(ELil 第 1 章 , 定 理 2.5.》 


这 样 的 系统 的 轨道 结构 展开 了 研究 ， 

受到 上 述 研 究 的 启发 ， 人们 考虑 更 一 般 的 连续 映射 p: Rx 
хх, RE xE- IFZ, ШЖ P AERE: 

(i) (0r) = r, Yre X; 

Сн) pls + t,x) == {s prr) ), 

We, BR, хєх, 

则 称 跨 为 区 上 的 一 个 拓扑 动力 系统 。 本 世纪 初期 ，Birkhoff 等 人 
开展 了 拓扑 动 力 系统 一 般 理论 的 研究 

虽然 拓扑 动力 系统 研究 的 对 策 很 普 电 ， 但 由 于 没有 在 相 空 间 
引入 微分 结构 ,缺少 强 有 力 的 分 析 工 具 , 难 以 进一步 深入 ， 到 了 本 
世纪 六 十 年 代 , 从 Peixoto 的 工作 号 开始 ， 人 们 展开 了 对 微分 流 形 
上 的 微分 动力 系统 的 研究 ， 获 得 了 一 系列 深刻 的 结果 . Smale， 
Sinai, Anosov, Moser 和 我 国 的 诀 山 涛 教授 等 ,对答 分 动力 系统 的 
研究 作出 了 卓越 的 贡献 (参看 [6]，[7] 36), 


52 流 与 高 散 的 动力 系统 


O RXZ (CHODE), p: R x X— X AE h 
5} (C ki) iE ФИА. 

G) qQ(0,r)= х, Vr€ X; 

Cii) plr + ¿,r)— ф(+,ф(г„х)), 

ЧЕ R, =€ X, 

Мех Ба C i (C AOR C 动力 系统 (С' 动力 系统 )。 

微分 流 形 课程 告诉 我 们 ;: EKC >1) 微分 流 形 上 的 任何 
C0 向量 场 生 成 村 上 的 一 个 CC" 流 ( 参 看 [8], 第 5 章 , 定理 5.36), 

设 X 是 拓扑 空间 (Cr" 9632), p Pt x БИС? (С). ГРЕЕ 
意 取 定 和 的 1€ R, H фб)  p(1,+》 定 义 了 一 个 连续 映射 (C' 映 
H) ф: X — x. ЖАНИ. 

(i) p= id; 

G) g+ m ф'оф', Yit К, 


= 7 æ 


H R (18), HEEREN p REHE H pm Фф 是 
—А ШЖ (C' RHA), 或 者 说 是 一 个 拓扑 变 换 《C" ЖЖ), 
Б, ME- TSAA, 参数 取 值 的 范 图 是 实数 如 群 
(R, +), 

ПЧ Е РЕТТЕ КЗ ВР, БП CERERE r 的 状 
况 , 我 们 得 到 一 сат?! 

pp фе idp panne 
ялан = "ЕШ: 
фл = pogo op = }о{о+++о] w ft, 

p kt = pop oop = J of oo = fh, 
我 们 称 p° ЭЭК P НУВ] r kp. 特别 地 ， 称 入 为 流 ? BS BJ 21 
1 EH. 

— Hb, Ж-ТА (С ЖЛЕ) 7, 虽然 不 一 定 是 某 个 
HARAI т 觅 射 ,也 能 生成 一 个 双边 序列 
ЖА f Aa ЖЫ P f АЫ. 
这 里 
` Pm id,jt = fof, fi — (j, 
EA ЕВУ РЕЯ Е: 
(Gi) f= id; 
(и) ft =a рор, Wk,1 € Z. | 
与 流 的 情形 相 类 比 A ТТА АТБ СС" КААК) ВЕ ДЕД ЖОЛ 
序列 为 离散 的 动力 系统 ， 离散 的 动力 系统 也 是 一 个 单 参数 变换 
群 ,其 参数 取 值 范围 是 整数 加 群 (Z, 十 )。 | 
我 们 来 讨论 流 与 离散 的 动力 系统 之 闻 的 关系 上 面 已 经 谈 
到 ， 流 经 过 离散 采样 产生 一 个 离散 的 动力 系统 。 流 的 时 启 r ШЫ 
:总 是 一 个 同 胚 。， 反 过 来 。 任 疼 一 个 同 凸 趣 不 一 定 能 能 嵌 人 人 洲 作 为 
RAI r 映射。 (ЧЕ, ЗЕН — РКО HE” (suspenmsion》 的 方 
式 , 可 以 把 尾音 的 周 胚 与 适当 的 流 联 系 起 来 . 
设 M 是 一 个 O ЖЕСЕ аам = m), 而 1: M >M ж 
~T C 微分 同 有 是 . ТЕН x MH 上 我 们 定义 一 个 十 分 简单 的 流 : 


. š °. 


pirr) = (t + rr), 
AERX M 上 的 等 价 关系 “~ 
(r,x) ~ (х,у) «г — ;€ Z, Ут РС), 
RAFAL R < M 的 商 空 间 


М= кхм} ~ 
НЕ АУА, MRA C 流 形 结构 , 它 是 一 个 十 1 维 
BJ Cr #Ж СЕ [91], ЖШ Ж, EH 8.3), 容易 验证 以 下 事实 : 


如 果 (rar) ~ (5,7), BA 
Ф (ох) = (¿+ кок) — (r + = ly. 

因而 v Н M БАКС Фф. МЫЙ, = 10)x M | ~ 
等 同 起 来 ， 则 f 可 以 视 为 M БАС" Wk ay PJI, 可 以 看 出 : Ж 
ФА M 上 任意 一 点 x* 出 发 的 轨道 都 还 要 返回 筷 ， 而 第 一 次 返回 
M 的 点 恰 为 fos， 我 们 说 M 是 流 到 的 一 个 截面 ,而 f 答 好 为 流 
P 关于 截面 M, 的 第 一 返回 映射 《Poincare ШЕЙ). 

上 面 的 讨论 说 明 ， 流 与 离散 动力 系统 其 密切 相关 的 ， 人 们 对 
疲 的 研究 成 果 , 往 往 能 应 用 于 微分 同 陡 的 情形 ， 反 之 ， 一 般 说 来 ， 
研究 繁 分 同 际 所 获得 的 信息 ， 也 能 咎 发 我 们 对 流 作 和 彬 应 的 讨论 . 
由 于 Smale ААА 18, 自 六 十 年 代 以 来 ， 对 离散 动力 系统 
的 研究 迅速 发 展 起 来 。 鉴 于 对 微分 同 胚 的 动力 性 态 的 研究 往往 显 
得 简洁 高 了 几何 言 观 并 且 易 了 着手 ,本 节 主 归 着 重 了 离散 情形 的 
讨论 . 


53 轨道 与 不 变 集 
设 区 是 一 个 拓扑 空间 (cr BE), FX — X за А (С' 
分 同 胚 )。 我 们 把 集合 
Orble) 一 {PRE 7}, 
Orb? (z) — {t(x ik E Z4} 


Orb; (x) = {+ |k 7} 


A 325 ата f 过 * ови, орлор. Ba 
в | 

Огь, (х) = Orb? (z) UJ Orbr (x). 
在 不 会 混淆 时 ,往往 就 省 去 上 述 记 号 中 的 下 标 f 而 以 Orb (x) 等 代 
£ ОгЬ, =) Ж, 

如 果 存 在 *e N, 使 得 00) 一 *， 则 称 z 为 了 的 周期 点 ， 并 
EEEO) 一 “成立 的 最 小 的 自然 数 n 称 为 的 周期 。 特 别 地 ， 
周期 为 1 的 点 * 称 为 是 f 的 不 动 点 , 因为 它 满足 f(x) 一 *， 了 的 
局 期 点 集合 和 不 动 点 集合 分 别 记 为 Per(f 和 PU) ARA 

Fix(f)—Per(7), 
ЯНАИ ААВЫН, — 938 ЖИН 05362 2 3 
条 件 是 它 为 有 限 办 道 . 

集合 

o (w) == а Сук 2 я}, 


а(х) = ТРО k н} 


和 

L.(z) = o (z) Ua (z) 
分 别称 为 轨道 Orb C) К) о Енд НЕ, в БЕГЕ a ME nta Pi CUE _ EH 
定义 可 以 看 出 ol), a) 和 L(z) REHE, ШЖХ К Д0, 
那么 

alx) 5, alr) = A, Vx€ X, 

Xi 

LG) = \] 1), 


z€ X RAR TRED ORTE BRU, 使 得 
| КАЛЛЫ — ë, Vke 70). 
ЖЕЙ ЧЁ АНУ АКО АЕО А. ЈЕ Е, ШЖ х 的 任意 邻 域 
U ЖЕЛЕ Җ K = 0, 使 得 
PONU эе @, 


ШЖК x у} 的 非 游荡 点 。 йб КАЕ АНЫ Йал оо). 
кн], f 的 游荡 点 的 集合 是 开 集 ， 因而 了 的 非 游 水 点 的 集合 
aG) 是 闭 集 。 容 易 证 明 
o (x) 
a (w) С0(}), Vx E X, 
因而 当 X 是 紧 致 空间 时 Ор) = 2, 
如 果 集 合 АСХ 满足: 
y€ A=>Orb,(y)CA, 
则 称 4 为 14 的 不 变 集 。 ЛЮ f 的 不 变 集 的 充分 必要 条 件 是 它 
满足 
KACA, f'(A)DCA, (3.1) 
或 者 等 价 地 : 
СА) = A, (3.2) 
AWER Orb,(z), (ж), а(х), Per(]), Fix(1) OG) 等 都 是 了 的 
不 变 集 (习题 3.55. 如果 A E: J BJdE22 ИЖ ЯЕЖ ,并且 不 存在 真 包 
舍 于 它 之 中 的 非 空 用 不 变 集 , 则 称 4 为 上 的 极 小 集 。 


习 题 


3.1 HEH: olc), о(а) СО). 

3.2 WEH: +€ 0(}) 的 充分 必要 条 件 是 : 对 x 的 任意 邻 域 
U, FELIZ TH А 015 

КОПИИ = A, 

33 ЖИ. АЯР {不 变 的 充分 必要 条 件 是 XNA 对 了 不 变 ， 

‚34 WE: 如 果 4 对 了 不 变 , 那 么 站 也 对 了 不 变 。 

3.5 试 证 Orb,(z), a (x); а(х), Per(f), Ріх(}) К^ ЭЕ 
是 了 的 不 变 集 . 


$4 ЩЖ 9 


定义 人 1 设 X 和 YY 是 拓扑 空间 (C 微分 流 形 ), f: X — X 和 


g: Y — Y РАЮ (С' УА). ЕТЕ 25 [B] x Зрази] Y й) . 
mE h: XX 一 了， 使 得 

hoj = goh, 
ИП АСЕ ШЖ ТЕ Ж, 


则 称 f 15 z ЫЗЫ. 
显然 拓扑 共 斩 是 一 等 价 关系 ， 
HIRME a 把 系统 f 过 x 点 的 轨道 变 威 系统 8 过 Се) 点 的 
#58: 
Оњ (ж)) = Orb,(4 (22); 
把 轨道 Orby(x) А о BIRA (о 极限 点 ) 变 成 轨道 Orb, (А Се)) 的 
w 极 限 点 (a 极限 点 ); 
Соу) = о (ЕС) 
(Са, (09) 一 а,(А Са) 2); 
把 f 的 n 周期 点 变 成 & 的 = 局 期 点 ; 把 f ВОЗЕН АРХ g НЧЕ 
游荡 点 ,等 等 。 一 旬 话 , 拓 半 共 d 的 两 个 系统 ,有 相同 的 轨道 结构 . 
逻 此 对 动力 系 绕 的 研究 来 说 ,拓扑 共 拖 的 两 个 系统 可 以 认为 是 一 
样 的 ， 
对 于 许多 情形 来 说 ， 拓 扑 共 移 的 要 求 似乎 太 强 一 点 。 于 是 人 
们 寻求 基 些 较 弱 的 关系 ,其 中 之 一 就 是 所 谓 2 共 笑 。 邵 限制 在 各 自 
的 0 集 上 的 拓扑 共 罗 ， 
定义 4.2 系统 1 和 z 称 为 是 0 共 轿 的 , 如 果 存 在 同 胚 A: 
ОС) 一 О(ғ), 使 得 以 下 的 图 表 可 交换 : 
д) 20) o$). 


| [ 
| (к) 


ale) ———, ake) 


显然 中共 力也 是 一 种 等 价 关 系 ， 

以 下 的 问题 具有 十 分 重要 的 意义 : 什么 样 的 短 分 动力 系统 在 
"小 扰动 ”之 下 不 改变 它 的 轨道 的 结构 (О АЈА)? 这 就 是 所 
调 结 徇 稳定 狂 问 题 (Q 稳定 性 问题 )， 属 于 微分 动力 系统 研究 的 中 
УНЕ, ЖЕНИШИН ЕН БЕ УЖЫ ЛЕ КЕЛП О Жал EREN, ЖЕЕ 
什么 是 所 谓 * 小 扰动 *、 为 此 ， 希 要 引 人 映 射 空间 的 拓扑 、 这 些 将 
在 以 下 两 节 中 进一步 讨论 


习 题 
41 iZ, 8: X— XERME, БАЛ f Ф| z уке, Ж 


《i k ÆJ 1] gt ОРЫ}: 
Gi) ATEM ft Ж gt ARIA (V¿& € 7); 
(ч) A~: k е Ж] f ВРЕ. 


55 映射 空间 的 拓扑 


оске EAF R RIRIN CUR) 以 所 谓 
”Cr 弱 拓 扑 ， 即 “在 任何 紧 集 上 直到 r 阶 微分 一 臻 收 伍 的 拓扑 "。 我 
们 来 描述 这 拓 提 的 基本 分 域 系 ， 任 意 ECU, R) WERA 
形 如 


2 (KE) 
= {gE CU, К") |supllD'g (x) — DLD] < в, 
j == 0, ---,ғ}, 


这 里 KCU ДЕЖ, в 是 任意 正 实数 ， 

需要 说 明 的 是 : j 阶 微分 Dig (z) 是 一 个 j 重 线 性 映射 ， 
ПОС) | 表示 这 i 重 线 性 映射 的 范 数 。 依照 我 们 对 R 和 К" 的 
о АУ, [Юк бу 可 以 有 几 种 形式 不 冶 但 彼此 等 价 的 表示 。 
例如 区 取 


. Ñ = 


Big, tx) 


i = 一 一 一 一 
liDig œ) ах 未 站 sp 


ез 
аш uh Ев MAAA инса ЖЕН 
FERRER КСО EER r PADA pr SPE, 
AAIE ЕПА ИН). FKE, 我 们 可 以 把 如 表示 成 可 数 
个 紧 集 之 并 集 
一 U Kis 


例如 可 取 
K; — [<< U| [| = lpas RAU) => 1}, 


这 里 | : | 表示 R" 中 的 范 数 ，p лу К" у РАНЕЕ SS , 
HERRE KCU, lz 
igp = „пах зир Diel, 
我 们 可 以 在 C(U,R”) 上 引入 距离 
l — slg 
AE) = > 101 + 17 — gl) 
ВЫЕ Ы ВИ ESA REIS. 

现在 考虑 从 C' 微分 流 形 M 到 C’ 微分 流 形 N 的 Cr ph. ВУ Ж 
合 C(M N). 与 上 面 的 做 法 类 似 , 我 们 也 可 忆 赋 了 予 这 集合 以 C' 咒 
拓扑 。 这 在 某 种 意义 下 也 是 “在 任意 紧 染 上 直到 + у — 
的 拓扑 ” 但 在 这 里 我 们 需要 把 竖 集 分 成 若 于 块 , 使 得 每 一 块 落 在 
一 个 局 部 坐标 卡 (chart) 之 üh, 

W Je C'(M ,ND; (О.ф) #1 (У,ф) ЕМА АЕ 
标 卡 ; 品 是 紧 至 的 ， CU) CU; KCU 是 紧 致 集 ; = 是 任意 正 实 
Ж, ЭТЕ 

Be (100 sp) (У.Ф), KE) 
= {EE CM NE Cr, 
Фе оф! — popop ll < E}, 


АТА ХЕР АЈ r STEER h ВК C ЙЕ. 

本 节 主 要 涉及 对 一 六 是 紧 致 Cr 流 形 的 情形 。 PL DEC) 2 
未 对 到 自身 的 C” 微 分 同 腑 的 集合 。 根据 省 形 论 的 研究 可 知 : 
рим) CM ,M》 中 的 开 集 以下, 几 谈 到 DIf(M) 中 的 
C 拓扑 ， 均 指 它 作 为 COMM) 的 子 集 诱导 出 的 拓 外 ， 


56 结构 稳定 性 与 呈 稳定 性 


设 г. E DM) 四 的 一 个 等 价 关 系 。 如 果 FE Diffr( M ) B 
ЕВ) 2 іле С ГН Р А0-- Е СЕ Дій. С 邻近 
f 的 EE Dife(M) Ут), ПКР Cr- 2 稳定 的 ， 特 
PHE, а ЖЕКЕ ЕК Яй ДЕ О Ж зе, ILEX PE fU 2? Ea 
ЖЮ Еа о а. 

ён kuypa yE У О ан РКУ ЕА Ü б. 
下 面 给 出 它们 的 更 基体 的 定义 : 

定义 6&1 fé Difer M) 5 C kk A Sa xE WJ (С-0 稳定 
ЙЧ), MAF РА С АРКАТА qz ， 使 得 任意 ge че 都 与 
РАКЕ СО ЖЕ), 

C H АЕ (C-Q 稳定 ) 的 系统 在 C' 小 扰动 之 下 不 改变 其 轴 
道 结构 (2 ЖА), 

在 微分 动力 系统 研究 中 , 涉及 最 多 的 是 C' 结构 稳定 性 (Ci 
稳定 社 》。 对 这 种 情形 ， 我 们 一 般 就 不 再 明确 地 说 出 “CY” 这 个 限 
定 词 ,而 只 是 简单 地 称 为 结构 稳定 性 {9 稳定 性 ), 

在 某 些 旧 题 的 研究 中 ， 还 会 社 及 到 了 在 菜 不 变 集 4 的 结构 稳 
定性 和 在 某 点 了 的 局 部 结构 稳定 性 。 下 面 我 们 就 来 介绍 这 些 概 

M 62 设 和 是 一 个 C' 微 分 流 形 ，UCM 是 一 个 开 集 ， 
Je C(U,M) 是 从 如 到 象 集 О Ур ЖЛ ШИЕ, ACU 是 了 的 一 个 
紧 致 的 不 变 集 ， 过 是 与 M 的 拓扑 相 容 的 任意 一 个 了 忠 效 ， 我 们 说 
TEAR 结构 稳定 的 ,如 果 对 任意 8 > 4， 存 在 jf 在 Cl(U,M) 


æ jü a 


' ан 


中 的 邻 域 2 EBER £ € 27 ,存在 关于 上 不 变 的 子 集 A CU 
н] 
мА А, 
满足 
(D А(АСх), х) < s, Vz€ A; 
Gi) ojl A == gzeA|A, В FEARR T 
} 


| И 


A, 4, 


А БЖ У ЕАК ГРЕЕ d 的 具体 选择 。 

f 在 不 变 集 4 БАЧА ЕЕ: 经 过 C 小 抗 动 , 了 的 
不 变 集 4 不 改变 其 动力 结构 ， 仅 仅 4 中 各 点 的 位 置 有 少许 移动 

定义 63 H U,VCM 是 开 集 , fe C(U, M> ЯП g€ C(V, 
M) 5З АА E PUP ay IR, pe U, gEV., RINA fE 
ASEET ARE ШАРЕН ЕН, 如 果 存 在 ? АНИ U' С 
U, q РАБИ VOK 1А 

h: UUAU')— V' U СУ”), 
满足 

(1) АСр) = 4, 

Gi) ACU’) = V', 

(ш) hof|U'= go6|1U'， 即 下 面 的 图 表 可 交换 ， 

И ки» 
ñ à 
| ~ А, 

ЖЖ 64 设 UCM ЖЖ, JEC(U, M) ЖЕҢЕ ЖО 
ЗА, PEU, 我 们 说 在 点 是 局 部 结构 稳定 的 。 如果 对 于 
所 的 任意 邻 域 CE， 存在 了 在 CCU ,MY) ары ОС, 使 得 
ER g £ Z BERAE V 与 了 在 ?点 局 部 拓扑 共 斩 ， 


3 题 


61 《基本 假设 同 定义 6.3) 如 果 不是 了 的 不 动 点 ，? 不 是 
g 的 不 动 点 * 则 f # Р A 25 Е {Е A ЛЕЗЬ. 

由 此 RHAH, АЕ АО У РАА T A PE sz М, 
的 。 

62 irt. ARA, аена 周期 点 ,六 在 ff 点 与 
如 在 9 点 局 部 拓扑 共生 。 БАШ: FE ARWR U ', g AAB 
FPR V' MARE 

AU UFU OU e UPU 一 天 有 了 
使 得 

‚Бој? = gto |U’, k= 1 n, 


57 >É 5 JJ Ж 


ЕТЕР 25 ЗА ЕН ГЕП CC' ТА ИК УЕ Fk ЧАКЕ. 如 
ЖЕ — Rb Ra yE Pk kh O ШЕ 31 5525 1%: 
P= id, F. P, Potts 
这 样 得 到 的 系统 就 是 反扑 半 动 力 系 统 (C' IRE Sh J A Ps). 与 
上 面 的 讨论 相 类 似 ,我 们 也 可 以 引 人 与 办 道 有 关 的 各 种 概念 * 记 可 
以 定义 拓扑 共 斩 以 及 各 种 稳定 性 。 但 要 指出 ， 这 时 一 般 只 能 涉及 
非 负 整数 次 的 迭代 。 例 如 只 能 讨论 中 极限 点 集 而 不 能 讨论 @ 18 EH 
AR. MAIER TRKE H 
Orb; C) = {F kE Z}. 
游荡 点 与 非 游荡 点 的 定义 只 涉及 正 次 数 的 夺 代 。 ARER АБУ 
满足 的 关系 只 是 
KATA. 
其 他 定义 也 作 相 应 的 改变 . 
半 动 力 系 统 轨道 的 一 个 特殊 现象 蚌 可 能 出 现 非 岂 期 的 有 限 轨 
Юй. ИШ: 如果 rPe), 但 存在 mE N, 使 得 1"(x) € Perl), 


е 12 • 


存在 m € Z, 使 得 六 Cw) € Per) GEE! 包括 m = 0, x € Per(f) 
的 情形 ), 则 称 x 2 f 的 终于 局 期 点 ， OAT ARADR a 1629 
EPer(f)， 显 然 有 


Per(J)CEPer(f) = |] "Ре С). 


对 于 半 动 力 系统 ， 一 条 轨道 为 有 限 轨 道 的 充分 必要 条 件 是 它 为 终 
于 周期 轨道 ， 


- + jf» 


第 二 音 Sarkovskii 定理 


本 章 和 下 章 分 别 介绍 线 眉 上 闭 动 力 系统 的 Sarkovskii 定理 和 
圆 局 上 动力 系统 的 旋转 数理 论 ， 通 过 这 些 材 料 我 们 看 到 : 即使 是 
半 动 力 系 统 和 动力 系统 的 最 简单 的 模型 也 呈现 出 丰富 多 彩 、 引 人 
人 胜 的 图 景 ， 这 些 材 料 本 身 也 是 很 有 用 的 ， 近 年 来 由 于 有 广 证 的 
应 用 而 引起 人 们 很 大 兴趣 的 Chaos 研究 , 即 起 源 于 本 人 章 中 所 涉及 
的 基 些 问题 。 

当然 ， 一 此 问题 的 处 理 方式 往往 有 其 特殊 性 .这 里 的 证 阴 一 
般 不 能 推广 到 高 维 情 形 ， 这 一 点 也 应 加 以 注意 ，_ 


$1 定理 的 陈述 


我 们 把 及 中 的 财 区 广 称 为 线 届 。 本 章 讨 论 线 月 7 一 [0, 1] 的 
连续 书 映 射 所 生成 的 半 动 力 系统 .一 个 自然 的 问题 是 ， 这样 的 系 
统 可 以 有 怎样 的 局 期 轨道 ? 周期 为 1 的 轨道 (不 动 点 ) 很 容易 从 图 
示 中 看 出 : 函数 图 象 与 对 角 线 "的 交点 表示 不 动 点 ， 周 期 > 1 的 
轨道 却 不 其 有 如 此 明显 的 几何 直观 ， 正 因为 如 此 ， 虽 然 人 们 研究 
线段 到 自身 移 过 续 有 映射 已 有 久远 的 历史 ,但 是 一 直到 近期 人 们 才 
发 现 ， 这样 的 映射 的 周期 点 的 周期 呈现 出 令 人 惊异 的 整齐 的 规律 
FE. RAMAH A. N. Sarkovskii 在 1964 年 证 明 的 定理 所 揭 
я 1101). 

先 介绍 Sarkovskii КЕ, 按照 下 述 方式 给 自然 数 重 新 排列 次 


PF: 首先 排列 所 有 大 于 1 的 奇数 3, 5,7,-…; 接着 排 询 所 有 的 形 ` 


如 3X2，5X2, 7X2,…: 这 样 的 数 ; 然后 排列 所 有 的 形 如 3x2°， 
5X2"，7X2 。… 这 样 的 数 ,…; 依 次 这 样 排 下 去 ， 最 后 再 按 降 砂 顺 
序 排列 所 有 的 2 АЈ) 0-:2*,2°,2*,2, 1, 如 果 用 тэх, 


= 14 >» 


我 们 有 
345474-:- 43 x 245 x 247x24 
s.. 413 x 23<4]5 X 2:<]7 х Bd 
e 4242: 42 4241. 

定义 1.1 按照 上 述 方 式 给 自然 数 排列 的 顺序 称 为 Sarkovskii 
E.. | 
Sarkovskü Ж ЖЕЕ. 
定理 13 БЕГЕЈ В = [0,1] 到 实数 轴 了 的 连 
Я. ШЕ f ААЛИ ИЧ ЛИНДЕ, ШАНЫ РЕ Sarkovskii 序 
НЕДЕ m 259—7 ФА ARARA, MAA Е НЯ 
Чт ЮАН. 

注 记 于 3 这 里 稍 徽 拓 广 了 周期 点 的 定义 : W fO 1 一 RR 是 连 
ЖАЙ, хє 1; 如 果 存 在 neN， 使 得 rfs РС) I, 
Per) = х, ШАК я 2) 了 的 周期 点 ,并 把 这 样 的 # 中 之 最 小 者 称 为 
< 的 局 期 。 f 的 周期 点 约 集 合 记 为 Peri). f 9 BHH S PU 0 HB 
RAICH PPC). 注意: Per( 有 CI 而 РРС)СМ. 用 这 些 记 号 ， 
上 述 Sarkovskii 定理 可 以 陈述 汶 ， 

m € PFC), m Ga = n € РР({), | 

Sarkovskii 定理 的 原 证 2 有 一 些 含糊 之 处 ,后 来 经 Strefantn р 
以 汪清 。 以 后 又 有 不 少 作 者 给 出 了 简化 的 证 阴 ， 在 以 下 几 节 中 介 
HAER T L. Block, J. Guckenheimer, M. Misiurewicz 和 L. 
S. Young 《参看 [12])7， 证 明 虽 然 富 于 技巧 性 , 却 是 一 些 极 简单 的 
事实 的 反复 运用 ， 
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Sarkovskii 定理 长 期 不 为 西方 学 者 所 知 ， 到 了 1975 年 , TY. 
Li 和 J. А. Yorke 才 又 重新 证 明了 该 定 更 的 一 个 特殊 情形 ， 如 果 
连续 函数 f: ТУЕ 具有 3 周期 点 ， 它 就 具有 一 切 周期 的 周期 点 . 
(参看 [13]， 该 文 的 重要 意义 在 于 它 第 一 次 提出 了 Chaos 的 概念 ， 


. 15 » 


开辟 了 一 个 重要 的 研究 方向 . ) 我 们 先 来 介绍 这 一 较 简单 的 特殊 情 
形 的 证 明 ， 

EX 2.1 ik ICR ERER, f — REESE, К, 
LCI 是 工 的 子 钱 段 。 如 果 КК), RMR KED f 覆盖 工 ， 


记 为 Kp， 在 不 至 于 引起 混淆 的 地 方 就 简单 地 记 为 Kk 一 b 工 ， 
甚至 天 -> L. 

以 下 设 f:1 -> R ВАЖАН, П), K, L 等 表示 了 的 子 
T E 

31822 JCI ERAU) ERR, 

证 明 。 这 是 连续 函数 竹 质 的 简单 应 用 , 留 给 读者 作为 练习 . 口 

引 理 2.3 我 们 有 : 


K bL «>з 了 一 [r.5]C K+ > {= L, 
并 且 可 以 要 求 上 述 子 线段 了 是 极 小 的 , 即 7 的 任何 真子 线段 六 都 
不 能 使 CO.) = L, 

URH, 10 L = [esr], AX 代 K) 了 LIL， 所 以 存在 а,#єКк, 
使 得 Ка) = c, КВ) = т, Ж асв (a > B 的 情形 可 类 似 
地 讨论 )。 记 

r= supli € K|Š < 8, (£) = о}, 
ë = infín Ee K|y < n, 3) = +z). 
则 了 一 Iz,5] 满足 要 求 ， 口 


引 理 2.4 кък 一 > f 在 天 中 有 不 动 点 . 

证 明 . К = {о,т1, 5188 2.3, 存在 极 小 的 了 一 [о, 91 
K, Œ (=K, ХВ c <a 之 8 之 T+， 可 能 出 现 两 种 情形 : 

(А) Ка) = se, КВ) = т> 8; 

(B) Ка) = +> =, (8) = с < 8. 
对 这 两 种 情形 ,都 存在 ЕС les], 使 得 КЕ) = Е, DD 

引 理 25 ШЖ 

Fmd 1—4 D1, 
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Б А 
Ax € Рх(}"), э ff (z) E LG 1,5-5,8), 

证 明 。 由 引 理 2.3。 存 在 GCLO =i, 2, 4, n). 使 得 

f.) 1, Кла) = JG == 2,... AA 
IDs 

所 以 存在 хє ЕХ") (17, 使 得 РС) € pG == 1,2, ny. DJ 

5128 2.6 

(1) (x) — x <= r 的 周期 + ЕЖЕ М, 

Gi) Vk r Æ f RJ s ARHAR, m Ejs Ж, MJ x Fk p BS n AMA 
m. | 
WEH. WHER. DJ 
H27 З3єРР({):=>МСРР{}), | 
WH, 首先 ， 我 们 指出 一 项 简单 的 事实 : 了 的 任意 一 条 3 
周期 轨道 хо, +, == {Crs 2 一作 x;)， 总 可 以 适当 地 重新 编号 为 
Pis 入 一 其， 入 一 到 加， 使 得 以 下 两 种 情形 之 一 成 立 
(А) y, < y, < y;; 
(B) y, > y, > y. | | 
| 以 下 丰硕 设 3 周期 轨道 Хор х] == К ха), х, — Їх.) 满足 

x; Z xr < xG, 
记 
K = [rsr], J == {хү,ху]› 
出 有 
| С? JFK, 
对 任意 自然 数 mm s= 3， 考 虑 以 下 的 FREER: 
4——у——>---—1>0—>К——>), 
- m-i 

由 引 理 2.5 可 知 , 存 在 E€ Fix(1") 站 J， 使 得 
| PEJE JG = sm — 1), f (ES) € К, 
FERH CS) 不 是 3 局 期 轨道 zo. х.х. 中 的 点 。 


= |7 . 


情形 L 3 不 能 整除 m, 这 时 fos xis х, É Fix (Р), 所 以 
PCE) Æ äis t= 0,1,2, 

情形 2. m == 3n ҮК m == 3, НЕЁ m > б,т—1[з5, 
而 周期 轨道 ro хуу x*; 中 的 任意 点 不 能 在 J 中 接连 停留 2 次 以 上 ， 
因而 FCE) зе x, i= 0,1,2, 

对 两 种 情形 都 有 : 

РЕ) Є іар = 1 — 1), P” (E) € intK. 
MATA 5, KED ot’ POE KAART š ARE f Ba JBI 
HA. DJ 

ACE ШЖ fCA)CA, ДАЮ КАНЕ, ATEK 
RARE EAR КЕ ЕН Ж, 

引 理 2.8 周期 轨道 是 不 变 集 ,并 且 它 没有 非 空 不 变 的 真子 集 

证 明 。 显 然 。 口 

以 下 定理 是 Sarkovskü 定理 的 另 一 特殊 情形 

定理 2.9 

(i) m € PP(/7),= > 2 => 2 € PP(fD; 

(Gü) 27 € PPQ) => 2" € PPC). 

“证明 ， 
(i)》 不 妨 设 ww 是 > 2 的 周期 中 之 最 小 者 。 把 1 的 一 条 mm 周期 


记 
h = [хаз 1 Gol ,mom 12. 
申 于 周期 轨道 没有 不 变 的 真子 集 , 对 于 任意 1, ЖЖ KL) 必 
定 包 售 一 个 与 1 RAR l: 
Кр уы, ss I. 

' fEm — 1 条 线段 (Cj 一 1,……,m 一 1) 之 中 , 必 有 Iis natts» 
O < p< m —1) 使 得 

1,0,1, 

hÆ D. G= 2 P — 1), 


号 16 = 


于 是 ,存在 EE Fix РГ, 使 得 POE Гу k= 1, +°> P. 
这 意味 着 了 有 3 半期 点 ，1<9 < р m — 1. 由 美的 选取 (六 是 
> 2 的 周期 中 的 最 小 者 )，1< 了 9 < ?2。 于 是 只 能 存 9 一 2, 

(ü) 先 游 虑 二 一 1 的 和 情形。 如 果 xz，xz 是 了 的 一 条 2 周期 轨 
道 , 记 了 一 [za ху], ME D 可 知 于 在 了 中 有 不 动 扎 ， 其 
К, по 2, ХЫ" A 4) Ял, Ып 2 周期 点 (由 G). 
BD 了 有 27 周期 点 . Г] 
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在 定理 2,7 和 2.9 的 证 明 中 ,我 们 看 到 У Эе А АОЗТ 
关键 的 作用 。 忆 下 竹 们 把 这 种 关系 的 表示 图 式 北 ， 

定义 3.1 把 I 的 基 些 子 线 启 表 示 为 顶点 ,把 这 些 子 线段 之 痊 
的 1 覆 芒 关系 表示 为 第 头 ， 这 样 作出 的 7 MARRANA, RI 
РЕР. Ф|} 


e 
nS м" 


{+ 


下 述 引 理 在 Sarkovskü 定理 的 证 明 中 超 关 键 作 用 。 

引 理 3.2 BERI 天 工 一 且 具 有 非 不 动 点 的 奇 局 期 点 ，m 
是 f 的 大 于 1 的 最 小 奇 周 期 ，* 是 了 的 一 个 闫 周期 点 。 于 是 ， 轨 
道 Оу (x, FG) POCO ERE J = [minOrh(z), 
max Orbts)] 分 乓 为 刀 一 工 个 本 两 无 公共 内 点 的 子 线段 (这 些 子 线 
БУЯ 1020 F). 我们 断 谋 ,对 适当 的 编号 ,这些 子 线段 的 了 覆 
盖 图 包含 一 个 如 下 形式 的 子 图 ; 
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(3.1) 


МЫ. А — Ý 


fs 1+ 
这 里 1,, L 两 两 不 相同 ; 从 Ina UNERA ЖИ Н АУТ HI 
例如 , 当 mw 二 3 时 ,上述 f 覆盖 图 即 我 们 在 定理 2.7 的 证 明 中 
ТКЖ 
© I 1,, 
IER DRETH. 
第 一 步 。 先 证 明 存 在 1, S2 WE 1, — 1, ORE, 我 们 用 
记号 K — L fü K— L), 
记 æ= minOrh(x), = тахОгЬСх), WA ICu) >н, Ко) 
>, Xw 
а = max{y Є Orble |OD > у}. 
则 在 P 中 存在 以 a 为 左 端 点 的 线段 
L = |2,5], 
显然 Жа) > 6, КЬ) < a, Б 
IDDL. 
5. EAE HOJO = 1,--.- K) 满足 以 下 条 件 
(A) J: Ва COrb(x); 
(B) h= RSLS SJ, = J. 
为 此 ,我 们 置 


+ JỌ œ 


Ji = lis 
Жы == [min(/(J;) П Orb Cs)) maA Orb(x))1. 
显然 有 
Л Ја. 
沿 须 验证 лс лы. ЖР 1, 我们 有 
ITF)» 
AG Оте) С) Г Orble). 
因而 
J, = [min(J, П ОгЬ(а) }, max(J, Г] ОгЬ(ж))] 
C [min(f( П Orble) ) maxt HIN Orb(x2] 一 上 
设 已 证 л.с, WA 
Ji == [min(J(J; а) П Orb(z)), тоах( (4)  YOrb(z))]) 
C [min(f(J;) (1Orb(x)), max(J(Ji) N Orb(x))1 
== ы. 
因为 辕 期 轨道 没有 不 变 的 真子 集 , 只 要 убО (м), КЉ) 中 就 必 
ERA Orb(z) 中 不 在 万 中 的 点 ， 因 而 J EJ. 因此 ， 存 在 
ke N 使 得 7, = J. 
第 三 步 。 证 明 存 在 有 LEF, 1,96 h, Ehh, 
回忆 起 在 第 一 步 中 我 们 得 到 的 五 一 [eye Z 满足 > 
b, КЬ) <а, ТХ a f, RIJE 
А == {нє Orb(z)|#gs < а}, B = {v € Orbs) [о 22 P). 
HHFA + kB == 六 Orb(tx) = m HRR NUNAA > +B. 
以 下 设 +4 > В (相反 情形 可 类 似 地 讨论 )， 由 于 ОС) 是 
一 一 对 应 ,不 可 能 有 代 4)CB， 所 以 一 定 存在 we 4， 使 得 e) 
4, іб 
С = maxf € 4 | (е)є А}. 
Шс<а, Ein ТЕЛЕ Ж P> igm le, 4] F, ЎЗ ЈЕ ¿< d= as 
Кс) < a, Ка) 22 6. ED L, > I, HINER. 
第 四 步 。 若 线段 KK 的 端点 属于 轨道 Obl), L € Sp,K — L, 
则 必 在 在 MEZ, МСК, 8 M — L, „ 


事实 上 ,由 引 理 2.3， 存 在 N = [c,h]CK, 使 得 所 N) — L, 
并 且 六 是 具有 示人 性 质 之 极 小 者 ， 于 是 有 
(«,#) N Orbi) 一 Ф, 
因而 存在 唯一 M € 2 WS E 
[oP] = NCM CK, K M)ƏKN)= L, 
第 五 步 。， 利 用 上 一 步 的 结果 ,由 
I = J> h> tte a ha ГЕ 
我 们 可 以 依次 确定 gss ly-t t’ h E P, 满足 
CG = k — 1, 2 2); 
l, — L,— eo ГЕ 


这 样 ,我们 得 到 f Bš SG EH: 


(3.2) 


Fai" 


N 


第 六 步 。 在 形 如 (3.2) 的 f 覆盖 图 中 ， 必 定 存在 一 个 长 度 最 
短 的 , 即 六 最 小 的 。 对 这 个 长 度 最 短 的 图 应 有 : 

(С) 各 了 两 两 不 同 ; 

(D) 不 存在 f MAZA 

І, llr Slp 2,r + 6 m — 1); 
(E) 不 存在 1 覆盖 关系 
I, — 102 = : = m — 2); 
(F) ¿= m — 1. 
(С), (D), (Е) 之 证 明 : ЖА „ЕН SID Е — 989, 
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(F) Z EBB;: 8 К m —1, ME f WAA 
L= h=- hh (1А m—2,K р), 


或 者 
L= h> hh (Аю — 3, ЕЕ), 


TEIA K( < т — 2) AMARA & + 1( < m — 2) 周期 点 ， 
5m f 的 大 于 1 НАК Лу йт PL ЙЛЫ BR R 25. 
第 七 步 。 对 于 #4 > +В 的 情形 (相反 情形 可 类 做 讨论 )， 我 
们 有 : 
(G) P 中 线段 在 数 轴 上 按 大 小 顺序 排列 如 下 : 
1 
(H) Сыл уо, UL, 
事实 上 ,对 于 ¿i = [4,2], 我 们 有 
Ка) 22, КЬ) < a, (3.3) 
Ја, 2 不 是 2 局 期 轨道 , 所 以 《3.3) 中 的 两 个 式 子 不 能 同时 为 
FA. 又 由 (D), (7) RERA НВ В LML, 所 以 
(3.3) 中 的 两 式 必 有 一 个 为 等 式 , 男 一 为 严格 不 等 式 。 不 妨 设 : 
(ба) = b, 16) < a, 《3.4) 
(以 下 我 们 将 看 到 ，(3.4) 实际 上 与 前 面 的 假定 Я > #8 相 一 
至 ， 相 有 反 的 情形 可 业 似 地 讨论 .)》 记 a = Са) G = 0, 1, ---, 
m — 1), HU a= a, a, = 5 а, — 15) 在 数 轴 上 的 排列 如 下 : 


因为 i K Кав) = 41» 所 以 必定 有 a, = Ha) >> а, x 
рӯ IK) НЕЯ 22 НАЈ ЕВЕ Р, 所 以 a, 与 a, 9%. 


F  ， к, 1 1 
逐步 运用 类 似 的 推理 可 知 : 


= 23 » 


(1) 1-1 АЯ йш 广 > Ln HA п; 
(J) I, 的 左 端 Г AA. 


由 此 ,我 们 得 知 
(G) P 中 的 线段 在 数 轴 上 排列 如 下 
TT 5 simen 
ЖЮК Im 55 Г, 的 公共 端点 映 成 Го 的 右 端 点 ， 并 且 KI...) 
Dh 所 以 有 


(Н) Kile- DDAU hU ` +1) Ima 
至 此 ,我 们 得 到 了 覆盖 图 


基本 引 理 于 是 得 证 . О 
$4 Sarkovskii 定理 的 证 明 


本 节 最 后 完成 Sarkovskii 定理 的 证 明 。 
定理 4.1 设 1:1 一 及 是 连续 映射 ， 则 
тЄРР(}), m <]: => x € PPC), 
证 明 。 前 面 见闻 中 所 证 明 的 事实 已 足以 给 出 Sarkovskii 定理 
的 一 个 完整 的 证 册 。 下 末 ,我 们 分 析 林 能 出现 的 一 切 情 形 , pa tA 
出 Sarkovskii 定理 的 断言 均 已 获 证 . 


+ 2 = 


设 自然 数 的 一 个 子 集 Sse [2 一 0,1,2,-+--}, Mj S 中 必定 
含有 一 个 按 Sarkovskii 顺序 排列 在 最 前 面 的 数 ， 我 们 称 这 数 为 集 
A S 9 2638. 

0 1. РРО) 之 首 元 素 为 奇数 mm > 1, 

这 时 PPO 应 含有 


та 


ШЖ 2, PPU) 之 首 元 素 为 22M (М #1). 
ЖЕ g = {" ШОМ 为 > 1 之 最 小 奇 周期 (参看 喇 面 的 注 记 
4.2)， 由 情形 1 可 知 ，PP( 了 ) 应 含有 
{2” (r еМ у, 
2": (ғ 8). 
情形 3. PP(J)C (2111 = 0,1,2, }, 
这 就 是 定理 2.9 所 论 及 的 情形 。 口 
注 记 4.2 在 定理 4.1 的 证 明 中 ,我们 用 到 这 样 的 事实 : 
设 2!М (M #р>1у EPO ZERE, =F, N> 1. W 
£ E: f ËJ 2!N ЕНН о Серум АҢ. 
证 明 。 必 可 性 。 设 是 f 的 2N 周期 点 , 则 
ESG) = PSG) = t, gE) 一 PEE) 56 ¿(K < N). 
КИШ š E g ëJ N SER K, 
充分 性 . Ж ЕЖЕ 的 NN 周期 点 N > 1. MU 
Pr) = в) = t. 
A & 3: J 的 周期 * 能 整除 20, Г p=2*K (á < I, K W$). 
їп А < 1, BARAKE 1 ‚р — 22K d2:M , 527M EPE) 
的 首 元 素 的 假定 矛盾 ;或 者 玉 一 1， ¿JE ең S ND 1 Ж 


D HT КА И! 


i — diel M im- i 
= 


* 2j à 


Ра ИКА, KIN. 
又 因为 

Е) = РК) = L, 
所 以 мік, RINSE К = N. ВЕЗЕ У 的 周期 p == 2‘N. Г] 

注 记 43 在 我 们 对 Sarkovskii 定理 的 陈述 中 假定 1 是 从 

I 到 R 的 连续 上 映射。 其实, 同样 的 证 明 对 从 任意 线段 天 天 RR 的 连 
续 映 射 或 者 从 R Z| R 的 连续 映射 也 完全 适用 。 因为 我 们 在 证 明 
中 只 涉及 一 条 局 期 轨道 所 界 出 的 线段 J, 


a 26 • 


第 三 章 ААВ ЕА 


AAS дА (00). MAAAR, 4% 
ЖИН ЭЗЕН R РАЈА 18705 ER. 
RAHENA ЛЕ К EAA. 
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Æ 1,1 iY, Z jk Hausdorff 拓扑 空间 , =: Y — Z ВЕ 
续 映射 。 如 果 对 任意 zc Z #FfE = ДАНЕ И, 8 аи) 20 
不 相交 的 开 集 Vlae A) HHE 

x (И) == U Vas 
并 且 对 每 一 g€ A, |V, EA V, BW ERE, Шт: Y — Z 
УКВ 34 , 称 Y 02 RRS „ЖК E MSH X) AARRE = + 
ТЕЛ %. 

注 记 1.2 ”有 的 作者 在 覆 迭 空间 的 定义 中 要 求 空间 Z 是 局 部 
道 足 连通 的 ， 并 要 求 上 述 人 允许 开 集 乡 是 道路 连通 的 . 我们 这 里 不 
用 这 些 假 定 ， 

例 13 把 圆周 5$' 视 为 单位 模 复 数 的 集合 

5 = {z€ C| |а| = 1}, 


E :R — s! 
x — > ert, 
Д E:R — S Ж ЖШ. RERNA: HER ac 8 都 有 ea 的 开 
邻 域 
W, ион SA —а}, 


= 27 а 


使 得 
EC 一 | | (a + 一 上 上， + k 1), 
kez С 2 2 

ЖН E (2+ 2, 4 + k + 1) 是 到 W. БАА. 这 里 
аен ш em 一 上 

定义 14 ХЕ Hsusdorff 分 离 公 理 的 拓扑 空间 ，r: 
Y 一 REREH, f: X — 工 是 连续 映射 。 如 果 存 在 连续 映射 
Р.Х 一 了 使 得 xoF 一 ff， 即使 以 下 图 表 可 交换 ， 


| 
| 
F Ж 


} Y 


A — Z 


MJER F 25 f ER 
下 面 的 命题 说 明 提 升 的 唯一 性 . 
命题 .5 ikk EEEH Housdorff 拓扑 空间 ,， z: Y — Z R: 
TARY, ЕХ — Z 连续 。 如 果 卫 和 F ,:X — Y #0 7 ЕЛ» 
并 且 存 在 EX， 使 得 F (E)= F. (E), 那么 就 必定 有 F (x) 一 
Fir), Vz € X, 
证 明 .我 们 记 
C = [x€ X| Fa) = F(x)}, 
А = {(у,у)|у Y}CY Xx Y. 
显然 C = 多 《因为 已 知 #&€ C), A EL JBE (ПМ Y Ж Hausdorif 空 
1). БЕТЕ 
(F,F,):X —Y X Y 
x> CFC), F,Cz2). 
我 们 看 到 : C = (F ,F,)''(A) 是 闭 集 . 
又 4 对 任意 xot C, 可取 ro 下 (to == xo F (zo) 的 允许 开 邻 域 
W, B 
х (и) = LJ r. 


m£ Ад 
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是 不 相交 的 并 ,所 以 有 唯一 的 六 二 Vs, 使 得 Р(х) = Р(х), 
又 因为 可 了 V — W Ж ШШ, 因而 限制 于 U= ЕИ) ЕГИ) 
之 中 就 有 
Р(х) = (я| У) tile = FG), Vx £ U, 

我 们 看 到 : х, 的 开 邻 域 CC。 这 说 明 C 又 是 一 个 开 棠 ， 

ЕШ Х ЕЛЕ ЕН С — x, D) 

下 面 ， 我 们 对 特殊 的 X{X = I RY X = R) 讨论 提升 的 存 
在 性 问题 . 

命题 16 设 x:Y — Z ШЕШН, 了 一 [E—r, ЕСН, 
f: 了 一 工 是 连续 足 射 ，T EY 满 足 ra) = KE) 则 存在 唯一 的 
连续 映射 Fil У лон — f ЖП F(E) = x. | 

证 明 。 唯 一 性 部 分 已 见 上 一 命题 ， 下 面 证 有 明 存 在 性 . 设 lD.) 
ЖЕНЕ Z 的 允许 开 集 族 。 则 IG) 构成 了 的 一 个 开 和 覆盖 ， 设 
其 Lebesgue 数 为 3, лє N, EGZ W 1(|#+ a 
p+ ŻEL, | ) 含 于 某 多 许 开 集 之 中 (一 一 2 l,o 
—1,0,1,+ ул — 1), ИЕ РО) = x. 然后 利用 = 的 局 部 同 
еловые f | |:, +], f [= 5 上 二 "|， “+ 


п — 


|Ë + 1 ,, e+ r| [6-2 З [8—27 — 


2), ..., |= Ë 一 
Y 福 足 命题 的 要 求 。 С 

命题 1.7 设 x:Y — Z КИНЕ, НК Z 连续 , БЕК 
和 7 € Y 满足 s) = f(E). 则 存在 唯一 的 连续 映射 F: К Y 
满足 xoF =f ЖД F(E) = n. 

证 朋 。 由 上 一 命题 ,对 任意 +€ R 在 在 唯一 连续 映射 fF,:[# 一 
r Ë + r] — Y ÑE: 

ze F, == [i — r, + r], ЕЕ) = n. 

ШЖ e R, ;之 7+， 由 提升 的 唯一 性 可 知 


п — 1 


| 提升 ， 这 样 得 到 的 :1-> 
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了 :| [一 二 二 了] 一 天 
BJ F, Æ F, 的 延 哲 。 我 们 可 以 定义 唯一 的 连 伟 映射 FRYM 
是 
| FILE — r,š + r] = F,, Vr € R. 
25 АЛЕН) F ШНЕК. LI 
下 面 , 我 们 讨论 基体 的 履 选 映射 
五 :下 一 > 人 
хү gi 
Ф818 i АЕ 5 WE Kt =f), ША Ж 
ЖЕҢ F WS 
F(x 二 1) — F(x) = K(const) € Z, Yre R, 
证 明 ， 对 任意 хЄ R, RITA 
БоЕ(х + 1) = K< + 1) = JG) = EcF(x), 
即 


еМ! 23riFigy 


由 此 得 到 
Е(х + 1) — FEZ, 
我 们 看 到 F(z + I) — F (az) 是 :< 的 连续 函数 ， 并 且 它 只 能 取 整 
数值 ,因而 F(x 十 1) 一 Ex) PEREA. O 
命题 9 设 F 和 Fi:R 一 及 都 是 连续 映射 j: R — S 的 提 
升 , 则 
F (x) — F (x) = I(const) € Z, Wr € R. 
证 明 ， 对 任意 x*&R, 我 们 有 
EeF,(x) = JK) = Eco F (ay, 
ВП 
чс! шы данға. 
由 此 得 到 
Е,(х) — F{x) € Z. 
同上 一 命题 的 推理 方式 可 证 F, (x) 一 FG) 是 一 个 束 常 数 . 
Ë! 
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命题 10 设 F:8 一 R E: R — S' "ШЕ „ИЯ ЧЕ i c Z, 
F +1:R-—=> R 
x> F (x) + 1 


也 是 了 的 提升 
ПЕНН. 2%. O 
$2 АНИЯ 
TANEH 
E:R — s' 
х — e= 
定义 2.1 19 f: — S fü Р.К R 是 连续 映射 ,请 足 
ESF = foF, 
即 有 交换 图 表 ， 
вьв 
Е E 
l, | 
MUSE F 2 f BJP T. 


Кил rH mR 了 一 feoE ， 则 显然 了 满足 
IG + 1) = 1), 
而 FF 和 了 满足 
Es F ==}, 

由 命题 1.7,1.8,1.9 和 1.10， 我 们 得 到 ; 

定理 22 设 f;St-> EE i 

(1) 存在 了 的 提升 F:R — В; 

(1) ЖЯ ЕЖЕ 

Е(х + 1) — F (z) = (сопе) € Z; 

Gi) 对 任意 ¿€ Z, F + 1 也 是 FF 的 提升 ， 并且 РАИ WK Ha 

升 都 可 表示 为 这 种 形式 ， 
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e= eera ws x naw rpg г ani дири гарсанд dee apama er аА т ы == С С 


ПЕНА. ў == ЈЕ 运用 命题 1.7,1.8, 1.9 #111089, O 
定义 2.3 设 19 一 5 连续 ，F:R — F 是 其 提升 * 则 
k= F(z + 1) — FG) € Z. 
ЖЖЖ ЧЕЛ FAR, ERIT r Re kh f:S'— St 所 唯 
一 确定 , 称 为 了 的 映射 度 , 记 为 
deg(f) = &, 
于 是 ,对 于 ШЕ ЖЕЛ F HL Ж x € R Я: 
F(x + 1) — F (z) == deg(f), 
Е(х + m) — F (z) == mdeg(f) (m € Z). 
命题 24 设 下 ,G: R— R 分 别 是 1，8:5' 5 的 提升 ; 则 
CoF:R 一 及 是 gof3 一 $1 的 提升 ， 
证 明 . H EcF = РЕ 和 ЕС = goE, 可 得 
Eo Gof) = (FoG)oF = (роЕ)оЕ 
= go(EoF) = (gof)°E, O 
命题 2.5 ATEM jag: S' 一 5S! 和 恒 同 映射 44; 5'—>5\, 
我 们 有 
(1) deg(gef) = deg(g) , deg(7); 
(ü) Ферб) == 1, 
HERH. 
(1) СоЕ(х + 1) = G( F(x=z) + дер(})) 
= G(F(%)) + deg(g) degl) 
= GoF(x) + deg(8) - deg(f). 
(п) 显然 G da:R- R f idis 一 8 ЖИЕ. ЕІ. 
degf iD = (x + 1) — x = 1. Ç] 
推论 2.6 15 A;S'— St E АКВ 8; , И 
deg( A) = deg(à 1) = tl, 
证 明 。 
degl) - deg( h`} == degl hoh T) = deglid) = 1, П 
命题 2.7 іх ЕЯ, PaP X — X АЧАЙ}, фоф-- 
X, WU 


(i) X @— = Ф; 
(H) хўй = фій. 
ПЕНА. 
(+) Æ ФС) = ply), MH | 
Х(х) = фофбе) == dop O) = XO), КИП * = y. 
(ü) Е yé X, #E#E x€ K, 使 得 Xtx) 一 于 是 kz 一 
y, Ü] 
命题 2.8 设 #:St— St 是 一 同 有 是 映射 ， 反 和 K: R— R 分 
别 是 二 和 4 的 提升 , 则 
HoK = і 41, 
KoH = id + m, 
这 里 1,m € Z, Wii 
G) ЫК TO ДЕН ИЧЕ; 
(н) H АЗ ЕНШ, Н = K + n, Ж Шлеў, 
ШЕН). 
(1) 由 命题 2.7 可 知 ， 
(ú) 以 作用 于 等 式 Нон = id 两 边 得 
ЕоНН = Е, 
АЕН ~ Е, 
EsH = kF, [7] 
命题 2.9 要 使 F(x) 一 x 是 周期 为 1 的 函数 , pami H H 
须 Ffr + 1) — Flr) = k, Vx € R. 
ПЕВЯ, 
(Flr + 1) — lr + 1)) — (F (z) — Kx) 
= Flr + 1) — Е(к) — k. DJ 
定义 2.10 А k S'— S' 称 为 是 保 向 的 ( 扩 向 的 )， 如 时 
deg(h) = +1 (deg(h) == —1), 
在 流 形 论 中 ， 一 - 般 地 定义 了 GC’ 流 形 之 则 的 C' ШЕ. 但 对 图 
周身 映射 这 一 特殊 情形 REBT A C 映射 以 更 简明 的 挡 
Ж. 
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— rope бааа «слаць PEPE TO Perr phlei HEHA H H iaa aa a сс сс ар ° a U с 


EN ZIL ikjes, Я Th F: R — R Ж 
C 有 竖 射 ， 那 么 它 的 任意 提升 F + k: R — R 记者 是 CC 映射， 这 
HETA РС Ж. 这 样 。 我 们 定义 了 O, 5') 的 于 类 
C'(S' St, 
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我 们 知道 , 贺 周 的 保 向 自问 有 是 f: St 一 S' 可 以 提升 为 严格 递 

增 的 连续 函数 F:R- R, HE: 
Е(х + 1) — F(z) = 1, Vx € R 

(或 者 等 价 地 : F — id 是 周期 为 1 ВОЛЕ АНААН). 从 任意 一 点 
се 出 发 ,考察 轨道 上, GED PS) 上 相 邻 两 点 所 张 角 订 (以 
1 半角 一 360 一 2z 弧度 为 单位 ) .我们 可 以 用 + ,F(x) ,F(X),*…， 
中 相 郭 两 点 之 间 的 线 妇 长 度 作 为 相应 角度 的 量 庆 ( 这 里 * 满足 
E (z) 一 上 )。 考 虑 平均 旋转 角 : 


LSF G) pG = ЕО к, 


以 下 我 们 将 证 明 : 当 =”-*ce 时 ,上 述 平 均 旋 转角 有 有 确定 的 极 陋 , 这 
极限 不 依赖 于 GR =) 的 选择 ， 
引 理 3.1 设 人 P:R 一 R 是 严格 递增 的 连续 函数 ,满足 
Ф{х+1)—Ф()=—=1,‚ Vx € R, 
Ш g = p —d:R — R 是 周期 为 1 PER pA kk „ТИЛЕ 
вир — іп = 1, 
H R 
ПЕВА. 8% z€ R, <= y< x+ 1, 我 们 有 : 
Ф(х) = Ф(у) = (z) + 1, 
Ф (х) — x — 1 < @(y) — y = Ф(х) — x + 1, 
|с») — ҹу) < 1, 
因而 
supy 一 пб << 1, О 
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ai a — n a — =“ ` ` 


ЗЕ З.2 设 }:5'-> St EROARE, F 是 其 任 一 提升 x € К, 


则 极限 


lim 


FE. ЗАМЫ < ER AMRI c. 
(P= д, 


F"(x) — х = lim F" (x) 


Е + н 


ШЖ Е,= F + !:, ¿€ Z, И] 
СЕ) m= р(Е) + 1, 
证 明 。 对 于 meN 用 归纳 法 易 证 
Ех + 1) = Fm(z) + 1, Vx e€ R. 
记 


gm = inÉ( F" — id), B, = supl F" — id), 
R R 


对 于 se N, nZ m, RHA 
n= gm + r, Ü = r < m, 
H 
Cm < F#(y) — y Ep, Vy € R, 
可 以 得 到 | 
ан < Е" (y) 一 FDM yY < б, 
对 p == 1, 2, ` - ' 9 求 和 得 
ga, < F#m (y) — y = 982. 


特别 地 
Фаһ < Ее (жу — F' (z) < q8,,. 
又 有 
ra, 一 
于 是 得 到 
Gam + ra Ё*С#) — r qË, + гё, 

注音 到 

2 一 q t (n> to, 

п qm tr m 


——r—sanpunamramarpawanmarayn=nqpihawamanamarararaapa— rr EA er mm s з-с ' . 
К е аы ы ыыы ылыы eiie 


FG 一 = _ р EE) 
= 一 一 ~ 一。 


(3.1) 
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我 们 得 到 
ва ш im PG) z < ды FG) ок < fs, 


т # == + °> rt 77 


н — = 


但 


0 < B> йн < 1 _, 0 (m — оо), 
ы 7- 


| 所 以 lim FE — É EEE 


Fk — + 


oo < lim FG) — z < т 
7i ют 


п в-к +0 


Е-е, 我们 也 有 
@т 5 lim E) — < бз. 


所 以 
lim Е) ж = а Ех) — х T 
ж.ш F= F + I, 那么 
Е"(х) = FOF + 1) = F” '(F(z))+ 1 
= Fr F CD + 27:37 
= F(x) + nl, 
[Еп 
lim Fy ~ lim FC) + !, 
ИП 
о(Е,у= сЕ) + I, L| 
定义 .3 设 fS St за ТАА, Е 7 НОЕ А. R 
们 把 
p(F) (mod Z) 
称 为 是 了 的 旋转 数 , 记 为 
I) = о(Е) (mod 2), 
注 记 3.4 在 (3,1) 中 以 "tx) К х 可 得 


a 36 + 


210,5 + ry == £ — F-"(x) == gË > + 78.» 


пн < lim ZOET < Tim к ЕЁ "C < 8=, 
п з 


ri п гі ғ 5 


P — + = 


因此 ,极限 im ЧО + а «РЧ 存在 ,并 且 


ep 


im ЁС — a lim FELLE = др), 


由 此 得 到 
lim - plF). 


注 记 35 由 注 记 3.4 可 进一步 得 到 
pf = lim Ei ED Dati 


FTE = (F). 


п-к 4 00 — п 


tim Е“(а) _. ki Кыз = kol F); 
n n 


s аву EED ыт) 
因而 对 任意 i #95 
| e( F!) = іо(Е), 
以 下 ,我 们 考察 旋转 数 的 性 质 。 
命题 36 REIRA АКВ ИСЛЕ. 1, ДЕНЕ 
fs Zs ñ: 3 一 5 ЖЫЕН, Ло} == go, 那么 
e(f)= plg) (mod Z). 
WI., iZ F, G, HORIE j, g, А 的 提升 , 则 有 
GoH = HoF + à. 
BRA С EFI Ep „ЖЫП 
Gol == Ho F° + nå, 
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оноу) HEO р 
НС) — z| SM, Vx € R. 


于 是 
НСЕ"(0))_ FAO < M ,0 (a оо), 
因而 
im CHOD) р, HEO) рд 
р Е'ОО) 
Дип. # + 
Bp 


р(С) = p(F)+ k, D! 
注 记 37 do A EKARI ki, HEAR ,那么 H+ 
id EARRA GAMER. 同上 面 的 推理 可 证 (G) = —р(Е)+ 
k, BE | 
plg) = —e(f) (mod 2), 
命题 38 оС) 为 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 f АЖАН. 
证 明 。 充 分 性 . 设 (Е) — š, «ШЕЕ (BB E(x) = Б), Е 
是 了 欧 任 一 提升 。 则 存在 M € Z, 9 
Е“{ху= x + M. 
以 Е" 作用 于 上 式 两 边 得 
Е (к) = F(x)}+M=r+ 2M. 
一 般 地 有 
Е (х) = FOW + M = r + nM, 
外 此 看 出 


. F"N(x) _ M 
e( F) nate nN N 


必要 性 ， 设 oG) = 5 (mod 2Z), 则 由 注 记 3.5 可 得 e= 


. 58 = 


М№(}) = M (mod 2), $ g=J", KAEI Fie) 5 g, 
假设 Fix(g) = Z, GE Р) У, ЧЕ ЗА Ву КОН 
k < Сбх) — x =< & + 1, YreR, 
令 
а == ш G 一 id), # ~ sup( G — id) 
考虑 到 G 一 id 的 周期 性 ,我 们 得 到 
Yr 

由 此 得 

a = Са) — GP (жк) =< 8, 
依次 令 上 二 1, 2 0,0, БИНА Of ЖОНУ 

по = G"(x) — r =š 98, 

由 此 立即 得 到 

д<а< рс) <8 < k + 1, 
这 与 p(8) 一 обу“ )е Z Ж). L 

513239 设 天 3 一 8 ERARA, F 是 其 提升 , xt Н, $ 


ENEI 
ЕК (жу — z€ Z 

成 立 的 最 小 的 自然 数 ，M 一 F) 一 *， 那 么 对 与 六 互 素 ,出 
(MA 一 上 


证 明 。 加 果 (M ,N)— k > 1, 那么 
M = kM', N= АМ, № < М, 
可 设 对 于 适当 的 5 民有 
z + í < ЕН (x) < x + i + 1. 
于 是 
FN (z) + 1 < ЕР (ху < ЕК (жу + i+ 1, ` 


ЕЧ (©) + 1 < ЕГ (ж) =< F'k'DN (у + 1 + 1. 


出 此 得 到 
kl Е (z) — x < K(I + 1), 
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ee 


h < м < kG + 1), 
IeM < ¿+ 1. 
但 这 与 M'E Z 3-8. O 
命题 310 БРАМА, ДЕ БАЕ А М, 
得 
М 
e) = 55 (mod Z). 


但 р) НУЧ ЖЕ EREE 所 以 + 的 任何 周期 点 的 辕 期 也 
Ж М, Bp: 
PPO) = {N}. 
IERA. héra 3.8 和 引 理 3.9 R 01 


$4 2 集 的 分 析 


以 下 , 设 f:St— St Jy ye RSJ IB) PI FEE, 
定理 4 Pe(f)> Ø = Qj) = Per(f), 
证 本 ， 直 命题 3.9 зр PP(/)= (N), 因而 Ре(у) = Ех (у). 
由 此 得 知 Per(f) ЖЖ. 18 (о, 8) 是 S'NPer(f) 的 任 一 余 区 间 ， 
ШЕЖЕ e, BE Per(f}， 因 而 
Ce EDNO (а„#) == @„ К 1,2, N 1, 
(0,82) = (а,в), 
并 且 有 
[或 者 f(x) > x, Wre (а,8), 
或 者 六 (zx) < x, Vx€ (af). 
这 里 天 ЛКЕН IB] АНУ А ТЕ (a,#) 中 诱导 出 的 顺序 关系 ， 
AT E Fi) > z, Yre (а,#), 于 是 有 
Р (к) а (а) хо р (а) 6 Р (к) 4 65 
因而 


Em "“(ж) == z, lm fm" (z) = 
mæt Fi с. 


+ ќў s 


由 此 易 证 (a ,8) 中 的 点 都 是 游荡 点 。 
由 上 面 的 讨论 ,我 们 得 到 
K Pe DEG) D! 
引 理 42 设 f 无 周期 点 , ACS 是 了 的 一 个 闭 的 非 空 的 不 变 
Ж„ (7,5) 是 下 的 一 个 余 区 间 , 风 有 
tots) 人 CCA, аск) сл, Vx€ (7,65), 
证 明 。 55 
POCA, FC(S\AICS\A, 
所 以 Pra 应 仍 是 4 的 一 个 余 区 间 。 对 于 ;= k, Р(1т„&]) 


与 Rra 不 可 能 重合 ,否则 将 有 fUr, 81) 一 [7, 8], 5 
Рег) 一 名 矛盾 .因而 Pr, 070156 2) KAREE, AA 
Кл) 表示 弧 ATS 的 长 度 , 则 有 

Jim 117 ,81)) = 0, 


因而 
(к) = lY) = e(6)C A, Yre (T ,82, 
同样 可 证 

| als) = a(r) = a(6)C A, Vx € (z,5), O 

定理 43 设 Pe(f) = 2, M 

(1) Of = wkx) = alx), кє St; 

(ú) Q = Q(J> E F PEDE. т E PHRJ3ESE BJ KE В, 并 
He f BIWJdE2E PR АН T ЖЕ; 

(її) 或 者 如 是 5 上 的 一 个 无 处 稠密 的 完全 集 ,或 者 =r, 

HEBA. 

(1) оба) у AARE, (У, ó) 是 
обе) 的 一 个 余 区 间 , (y ,8); 则 由 上 一 引 理 可 知 w (уус (ж), 
ely)Cwlx)。 由 此 易 见 Y 是 了 的 游荡 点 。 这样 ,我 们 证 明了 

PoTN). 
于 是 
ОС Соба) Со), 


a flo 


(и) WH E. 1 WAREZ Ж Ж, HC OJ), YEH, W 
оО) = wty)CH， В H = QC), 

(її) 使 QQ KORI О MAA AR, Ш 98 是 闭 集 。 又 显然 
有 

OTA, KƏo)= AQ) ~ 3A, 

Am: ”或 者 60 一 gt, ARA S' ПЕШКЕ nj NI Q = S'; 或 者 
8Q 一口 ,这 时 9 是 无 姓 称 密 的 。 对 后 一 情形 ， 基 为 О = ale) 
(vre 51)， 所 以 任意 ”EQ AME yé wtly)， 因 而 2 是 完 全 
%. D) 

ЖУ 44 ik Per(f) = Ø., 如果 QU) = S, BUPER f EBD 
НЧ (Ergodic), ERIP 了 是 非 遍 历 的 。 

下 节 将 证 明 的 Denjoy 定理 指出 , WR f EOOH, Per(fy= 
Ø., BPA t 只 可 能 是 遍历 的 . 


65 Denjoy 定理 


以 下 设 六合 一 人 是 保 向 同 胚 . 

BIHE 51 设 Pe(1) = Ø, >€ Sl, m, n€ Z, m= n, 了 一 
[ECs T СВЕ 5 ВУ ТАЈ уе Са) 到 C 的 一 段 闭 弧 )。 则 
对 任意 ?ES， 存 在 rE2Zzi， 使 得 FO) e 1。 这 就 是 说 

Ob Су) ПІ ED, WES, 
WERK, 008 m > a. 以 PPU =m 0,1,2, ---) 依次 作 
用 和 于 了， 得 到 一 系列 弧 
у=, ртт, 
Е RERI AARTS 
| fn = равон) рову] 
= [pme (а) fmn {гу 
我 们 断定 必 有 一 弧 含有 有 3, 否则 点 列 
ЦР те С) [ге Z.) 
将 治 的 定向 单调 排列 而 始终 不 超过 YY， 这 导致 存在 极限 
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lim rme (А) <= z € Бїх 7), 


但 这 与 Pe(/) = 2 AFE. 因而 ， 必 定 存 在 有 += 1(m.— n) 
< Z,, #18 

УЕМ, 
因而 

ryt1. L] 

引 理 5.2 设 Per(/)= ж, APES, pi = F) GEZ) 则 
VN e N, Эп > N， 使 得 对 于 S' 的 适当 定向 ,或 者 有 : 

СА, ) СР оРе-а0 O {Pas vr, Pas Pos os Раа) = Ø 

(0 =< £ = n), 
因而 
[ps Pails [Pas Pals 75 [Р-„› Pol 
两 两 不 相交 ;或 者 有 : 
(В,) (Р, Pon O {Pas tta Pafas "9 Раа} == @ 
(0 = k < n), 
因而 
[Pos P-als [Pis pnti]s **^°з ЇЁя-›› Ё-1] 
两 两 不 相交 . 

ПЕНА. 第 一 步 . 在 {Pons Ps Роз ‘Pnt PERS 
所 最 近 的 点 ps 并 选取 从 户 到 Р, RUED ENA S! ОЕА H 
9| 理 5.1， 存 在 + EN 使 得 

P, = РОР) € (Р.Р). 
在 {Prs tta Pars Pos …， 包 中 选取 离 包 最 近 的 P: E (P. Рь)- 
显然 ”一 zl >N, 并 且 视 >o RE ;< 0 分 别 有 (A) 或 者 
(B) RY. 

第 二 步 . 我 们 指出 (A) = (A), 0 = k= n, САТЕ 
(B) > (В,),0 < £ < x. ) 事实 上 ,显然 有 (A) = (А„),СА,), 
假设 已 证 得 

(А,) (Pista) (Р sety Puis Pos сес» Paat 0, Ú 


mam, ee С Са 2 2. 025 с 


六 作用 于 上 式 两 这 得 

(Pairs P. i-i) Y {Pa sp os Pabo Ра) = @. 
我 们 指出 : 刀 下 (Pisp ERIR H Pai € Caas Pott) 
可 得 Pa E (P. P.) 因而 PE (P. .t.) 5 ( A.) ЛЫ. = 
样 .我们 得 到 : 

(A...) (PO. a Ps2i-4) N Past t tP Роз" Рал) = @, 
31 理 于 是 得 证 。 口 

引 理 5-3 AM a HRH H Р, а CA) (或 者 (B,)), 
Ü< k= n, ЕН b, DAAMI E f EK zk Xh IÑ E F) T BJ S 
L= fi, jeZ, ARARA WD pE R g 出 发 的 轨道 也 
满足 类 伺 的 条 件 

(А,) (а-ь›4„—2П\{4-—»,77°°,4-1›4о5 t q 1) = @, 


Ода, 
[4-:59-1], 18-24-2157, 14-1 
两 两 不 相交 . 《或 者 
(В,) Cars a-w) Хао бу ллэЧоу” 7991 "= f, 
| D = k = n, 
国 而 


[4,4-1 CITE PEES [ga-ga] 

两 两 不 相交 。) 

ШЕВА. = 71, je 名， 两 两 不 相交 ， 它们 在 S' 上 排列 的 顺 
序 由 其 内 点 Р = f), € ZZ， 所 唯一 确定 。 癌 

定义 5.4 Б p:R 一 R 称 为 是 有 界 变 差 的 ,如 果 它 限制 在 
TAHRA JCR 上 是 有 界 变 差 的 . 

特别 地 , 设 p:R ~> R 是 周期 为 1 的 函数 ,如 果 F 在 [0,1] 是 
AREH CEARTA. 

定理 5.5 (Denjoy) 设 1:$ 一 S' EROAK, N 是 无 理 
数 ( 这 等 价 于 PeH 一 27). 如 果 了 具有 不 取 0 值 的 有 界 变 差 的 
微 商 《这 就 是 说 : 了 的 任意 提升 下 具有 不 取 0 值 的 有 界 变 姜 的 微 
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商 F'), 那么 Н 78У, ВП aCi) = S, 

ПЕНЯ. ЭУР E f 的 任意 一 个 提升 ,出 

F(* + 1)— F(z) = L, Vr ë R, 
因而 F Хх) 是 周期 为 1 РЫШ. 又 因为 
Е'(х) > 0, Vx ë R, 
ВТЕ. 
F'(x) ZZ ë > 0, ХЕК, 

РАЖ log; 对 于 +€ [6,- co) 满足 Lipschitz ЖЕ ОЕ Ж ( log £) = 


+ Ж [8, +o) 有 界 ), 因 而 


ФС) = log F'(z) 

是 周期 为 1 АЯА ERR. 

如 果 存 在 РЄ 5007), BAFE nOA ARAME 1,16 
得 

1, = Ч, Å E Z, 
两 两 不 相交 ， 对 任意 和 NEN， 存在 # >N, EHTS 的 适当 定 
间 , 以 下 这 些 弧 眉 两 两 不 相交 : 
EP rs Pails Lp P a al s**tP. ,Pol, 
这 里 Р, = {*С рь)» КЕ2. FE x€ R ж ОЕР. 10 
хь = Ех), š € Z. 
则 xx BE Yk P,(K € Z), В F X53522 (D. ДЕЕ “ШОКЕ 
的 等 价 类 ) 两 两 不 相交 : 
[zis xn [ziyxo-3]， 9 [аә]. 
我 们 来 估计 
(5) + pld + ++ + (ха) 
一 Pra) — (rl. 
ВЖ z, = Fa) REZ) GAFR F, ИЖА ~ iog EA 
期 为 1 AAR „1р 
ФС) Фб) = (#0) — 4”), 

这 里 [#', $']C [0, 2] 是 [z', <”] 的 相差 适当 整数 的 平移 ， 设 
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ф = log F ЖЕ [0,2] HARZ 了， 因为 
EST №._.1, [2_,, #21. tt talfas] 
两 两 不 相交 ,我 们 得 到 
1ф(х)} + Фал) + +++ + ф(х.) 
— фФ(х.„)— ++ —ф(х.)| = V 


注意 到 
| Ç (х,у = Р(х...) Ех...) ЁЕ'(х„), 
dF " та 1 
х бо) Е'(х_.3Е'(х_,+1)- ` Ех.) , 
og 227 (а) = Фк) + ++ + ФО), 
log 全 一 (ra) = —(r_,. 2 — етс ф(х), 
我 们 得 到 


ье [SE с) “К (х„у|| < v 


иел (жуг. 
dx dx 


Е 461, Буса. RAER 5.3 并 重复 上 面 的 讨 
论 , 我 们 得 到 


679 = — E (у) ‚= Су) се”, 


йар L, ==} кале» ва» 则 


这 里 了 CR ДЕЕ ТИЗЕР. RIJA: 
ma t aa = |, EE о) + £ ja 


j aF” dF” 
>2 |, pr (у) w dy 


_ v 
Z 2 рс ?, 
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ЖЕ ж N € N 都 有 2 > N, 使 得 上 面 的 估计 成 立 , 所 以 


+= 
> Ek = +, 


Ë зт п 


但 这 与 LAED ARRAZA. L! 
БЇ 5.6 设 无 周期 点 的 保 同 同时 у: 5 —>5' EBAR, F: 
R — 是 了 的 任意 一 个 提升 ， x € R. MAR 
IFA + ml kame Z) (5.1) 
КШ. 
ПЕВА. HF 5 一 E)E S, 我们 有 
“КЕ = ОС) = $, 
因而 Огь) 在 PAE, ERARA (5.1) 在 R tHg, D 
引 理 5.7 іо оси, Ш А 
(ko + m|k,m € Z} 


ЖК, 
ПЕНА, 考虑 旋转 
了 一 
| ЕЕ» sek, 
显然 5。 的 一 个 提升 是 
Tu:R-—R 
ха + x, 


BERS r. 至 少 是 C 的 ， 由 Denjoy 定理 。 它 是 亡 历 的 、 由 引 理 5.6。 
我 们 断定 : 集合 
{ко + m|k,m € Z} = (T1(0) + m|ksmEeZ} 
ЕЕК, É] | 
引 理 5S.8 设 无 周期 点 的 保 向 同 胚 }:5°->5' 是 遍历 的 ,FF 是 

f 的 一 个 提升 ,: a 一 o (F). ір 

A= {F+ m|k,m € ZER, 

B = {kat m|&,m € ZER, 
我 们 定义 如 下 的 映射 : 

Н.А — B 
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Na em rp чангаар рари а pr 


FCO) -+ ті Аа + m, 
则 有 : 
G) 瑟 是 保 序 的 (因而 是 单一 的 ) 清 号 射 * 它 满足 
H(a + 1) = H(a) + 1, Va € А; 
Gi) H:A — B 是 连续 映射 ; 
(їн) Ыр ЗЕ ХЕ Ч 
H.R — R, 
F EARBA О ФЕ РЕ АО 0050, Blim ЛЕ — 1-Б]; 
Gv) 扩充 后 的 映射 H:R 一 R 仍 满足 
H(z + 1) == НС) + 1, Vx ЕВ, 
WAA 首先, 我们 指出 吾 的 定 允 是 确切 的 ， 为 此 须 证 明 
FO + m = F!(0) + s = ka + m = la ++ n, 
事实 上 ,如 果 
FD + m = FO + п, 
以 作用 于 等 式 两 边 就 得 到 
FYD + m = n. 
因为 Per(f) = g, MARES k=l, m= n, Кї, 1ГЕ 
Gi)—Gv2. 
(i) ER H:A — B EWER, ФИГЖЕШЕНН H EF Bu, ВП 
FACO) + m < F!(0) + zn = ka + m =< l + n, 
ЕД ЕТ 作用 于 不 等 式 FO) + m < FO + n HAL, 我 们 得 
到 
FUOD + m < n, 
FIO < m — n, 
Frik-D(0) < p(m — n). 


由 此 可 得 
<, щй ¿> l; 
. ErP] 4—1 
s= Bm C G D п т 
>р» МЖ K < 1. 
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E if 
、 (À —i)a < n — m, 
ka + m < [m +n, 
又 ,对 任意 的 a = F0) + тел, ФАН 
a 二 1 二 FHM0) 十 加 十 1€4d， 
并 且 有 
Hla + 1) = ++ m + 1 = Н(а) + 1, 
(ü) 全 给 se AÑ e > 0, iW H(a) = b€ B; ВЕБ 
AREETA: FE b,b” EB, W4 
b — £ = b' = b =< 5” = b + в, 
Ba, a” c АЙДА Hla) = b, H(a”) — 5” WJ а =< <| =< z", 
因而 对 任意 z€ (a. ) na 有 
b — £ < #' = He) < Нк) < H(a”) =< 5 + 6. 


ZIEHT H:A — B 的 连续 性 . 
(її) 首先 指出 任意 *E RNA WE лга ЕУ ЫИ, 由 
4 的 称 密 性 ， 任 给 re 民 ， 存 在 4 中 序列 {ав} 满足 mn 一 x。 在 两 
集合 
{аһ} П С—– osr) 和 {aat NC +оо) 
之 中 ,至 少 有 一 个 是 无 限 集 。 Ж (et NC) EEIE, ME 
选择 la,) 的 子 序列 Хар 否则 ,可 选择 1а, 的 子 序列 (а, ) 
{ z. 
Ж „ЕР aH ñ Nuk Sk F =€ RNA 的 尾 意 两 个 序列 {а„} 和 
fasts 我 们 指出 {HCas2} 1 {HC y We РАВО Е, Jy A Rh 
情形 1, fant 1 х, {а} x. 
Ж ЕЯ АЈ ое N, "4 n' ZAKR, 
a, < dp = х, 
H(a,) <. Н(а») < mH ay), 


Arhi 
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Шъ Б(а,) =< lim Ha). 
同样 可 证 
Шъ Н(а„) < Пип Н(а,), 
822. (ahta, Да 1а. 
对 这 情形 自然 有 
a, < x < а„, 
lm H(a,) = lim H( a; ), 
ШЖ 
lim H(a,) =< lim H( ai), 
则 存在 РЄ В, 使 得 
іт Н(а,) < b < Ym H(a;), 
又 存在 ye A, 使 得 НОУ) =b, 易 见 
a, < y < аһ. 
”由 此 可 得 
x = ime, = lma, = y € А, 
这 上 与 x € RNA 的 假设 和 矛盾， 因而 只 能 有 
m H(a,) = mH a), 
ВН БАРИХ HERRI z € RNA при — ЯР S 
HCE) = limH(a,), 
这 里 {а„} E АНАТ х 的 任意 序列 。 ОЁ, {НЕШ А 
H:4 — BCR 扩充 为 喘 射 H:R 一 R. 
ЛЕНА ВЕЗЕ X PJ H Ж Pr AY , ЫШ 
x,y € R,x < y Hr) < НСу), 
HE Gi 中 的 讨论 可 证 明 H: R— R 是 连续 映射 又 ,显然 
H(R)= R. Am H:R 一 8 是 一 个 同上 是 。 
(9) 设 4 中 序列 (ea) 单调 收 敏 于 хе RNA, WEY) (at 
LIC A АНИЯ ТР +16 КА. 因而 
Н х + 1) = ImH(a, + 1) 
= lim ae) + 1 = fitx} + 1, 0 


+ 5П = 


定理 5.9 REAR R ute EJ И }: 5° —> 5° ЖОШ. FE 
АЕЖ—1-ЧЕЛ, a = (Е). Ш IRETE 
T.85 — 5! 
E> sika 
ЕА, ЖУ АЖ H:R 一 R 如 引 理 5.8 Ж, я 
Ho F( F*(0) + m) = HCFATCON + т) 
= (4 + l) + m 
= æ -+ H( F0) + m), 


即 
HoF|A = (a + H)|A. 
由 4 在 R 中 的 称 密 性 可 得 
HoF = z+ H. (5.2) 
因为 
Н(х +1) = Н(х) + 1, Vr € R, (5.3) 
自然 有 


HH Ку) + 1) = HH!) + 1 = y + 1, 
РД H КОЖЕ H 满足 类 似 于 (5.3) 的 条 件 
Hy + 1) = H (y) + 1, Vy R. (5.4) 
WWE, HA H” у ЖЕЕ T ЕЕ 
hS — 51 和 #':S'— St, 
满足 
ВЕ = EsH 和 #oE = FoH", 
因为 
h'ohoE = EoHoH = E = jdoE, 

m E:R 一 S BARN AA 

Koh = 11:5» S', 
同样 可 证 

hok’ = id: S! — 51, 
因而 :S'— St А, А = >', 

ҖЫ EAT (5.2) 两 这 ,我 们 得 到 


+i]. 


hofoF = r.,°Sho E , 
因为 :RR — S 是 满 蹊 射 , 所 以 有 
kof == той, O 
推论 5.10 (Denjoy) 10]: 一 5 ДЕ ЖЕН, c = of) 
是 无 理 数 。 如果 / 具有 不 取 0 Tang PE aE ЭЕ RUB RS I ШИ] 了 拓扑 共 
Pa FREF: т... 


* SZ + 


第 四 章 扩张 映射 


从 这 一 章 开 始 ， 我 们 闭 服 于 半 动 力 系 统 和 动力 系统 的 轨道 结 
构 的 稳定 性 问题 ，Shup % 曾 证 明 : 紧 致 微分 流 形 M 上 的 尾 意 扩张 
自 上 映射 (作为 微分 半 动 力 系 统 ) 是 结构 稳定 的 .本 章 仅 就 于 二 5' 这 
一 特殊 情形 证 明 Shub 定理 。 这 里 的 证 明 虽 然 简单 , 却 是 以 后 涉及 
结构 稳定 竹 的 许多 证 明 的 稚 形 ,请 读者 组 心 加 以 体会 . 


$1 BA C BRI AIRF 


我 们 回忆 起 : 对 于 fece, S), wE 了 的 一 个 提升 Fe Cr 
(К, Б), BA t 的 任意 提升 F+ ke C' (R, R), 这 时 我 们 说 
f € C'(St,S:). та, ВИЛЕ РЕА ИА С 自 映射 的 拓 
Fh. 

EALLI 设 р, gE C(s, S) mÈ BJ— ИҢЕ аЙ 
适当 的 提升 G 满 足 


ПЕ — Gle = max sup| D! F (z) — DIG] < 6, 
біг FER 


ВІНА РБ ЕЈ C's 接近 ， 

519012 如果 8 与 了 在 C' 意 艾 下 充分 接近 (更 准确 地 说 ， 
C-s 接近 ， s<), 那么 

(1) deg(g) = deg(7); 

Gi) HF g КЕЕН G fi F И ЕҤ Ж ДЕ Н F, G — FEAH 
29 1 ARH, 

ПЕНЯ. | 

(i) шж e 的 提升 G 5 НАР 
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sup 16C) 一 下 (| < < +, 
ДЫРА | 
\Чев(#) 一 а) = |G(z + 1) — G(z) — F(x + 1) + ЕС) | 
= |G(z + 1)—Е(х + 1) + | G(x) — ЕС) | 
< 2 < 1, 
因而 deg(g) = deg(f) 
(1) 我 们 有 
С(х + 1) = Gx) + deg(g), Vx € R, 
F(x + 1) = F(x) + deg(f), Vx € R, 
因而 
С(х — 1) — F(x + 1) = G(x) — F(x), Vzë R, O 


52 HAREP ЕЕН. ЯА 
例子 及 其 结构 稳定 性 


ЖУ 21 设 fceS 和 3) 下 是 它 的 任意 一 个 提升 ,如果 
|Е°(х)| >> 1, Vz € R, 
则 称 f 29 S' ERIT IKEY. 
这 时 ,注意 到 F 是 周期 为 1 的 函数 ,我 们 有 : 
inf | F' (2) | = ¿1 > 1, 


312.2 设 f єС(5\,5) 是 扩张 映射 , 则 有 
[deg(721 > 1. 

证 上 明 。 设 了 是 了 的 任意 一 个 提升 , 则 

|deg(f)| = | F(z + 1) — ЕС) = | FE) > 1, D 

引 理 2.3 ”对 性 意 确定 的 meZ, |m] > 1, H fO) = z" yE 
ЖОЕ} SS EPEN Н ЕЕ del) 一 m. 

证 明 。 记 Fir) 一 тх, PRIE F.R— KR E f UAR. 
因为 FEA 一 [m] 二 1， 所 以 了 是 扩张 映射 , 并且 deg(r)= 
F(z + 1) — Fl) = m. L] 
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下 面 , 对 引 理 2.3 中 给 出 的 扩张 映射 的 例子 , 直接 给 出 其 结构 
稳定 性 的 证 有 明 。 虽 然 这 定理 是 下 一 节 中 更 一 般 的 定理 的 特例 .但 
这 量 给 出 的 证 明 却 很 有 意义 ， 因 为 它 以 最 简单 的 形式 显示 了 我 们 
以 司 将 要 多 次 遇 到 的 一 上 娄 证 明 方 法 。 

定理 24 Æj 2.3 中 给 出 的 映射 + 是 结构 稳定 的 ， 

证 有 明 。 只 要 & 充分 接近 11， 就 有 

deg( g) 一 deg(f). 
W G E: g RJ— EJE, F 是 了 的 一 个 提升 。 则 GG — F:R — R E. 
周期 为 1 的 映射 。 以 下 记 
gp = G — F, 
ЭПЖ АЈА ;5 一 4, 46345 
hof == рой, 
IH А ВЈ Tier, H —з4:Н-> R ННІ 的 映射 ， 以 
ка | 


= H — id, 
REHA H W W. 
НоЕ = GoH, 
БП 
(id + л)°Е — (F + poid + т), 
亦 凤 


mx + n(mx) = mx Ск) ) + р(х + alr), V<x € R. 

HAES 68 Н | 

nmre) = myl) + ф(х + у(х) ), Yre R, 

n (z) — Emr) — plx + n(a))), vre R. (2.1) 
记 

P = {EE O(R,R)|š(z + 1) = ECs), Yr € Rh 
RT P 以 范 数 
lE les — sup | (z)! , 

我 们 得 到 一 个 Banach ZA. ZEHAR 


в ҖҖ а 


(FTW) — È (убт) — pl + gle) 
定义 的 映射 
FB- CR,R). 
这 映射 的 不 动 点 见方 程 (2.1) HR, 
BERR (2.2) 易 验证 


(Tr + 1) = (#з)(=). 


因而 7 实际 上 是 从 P 到 久之 中 的 映射 又 


这 里 


只 要 


就 有 


这 时 27.50 — P 是 压缩 映射 , 它 在 Z Чиң Жайда y 


JZ x — > |с” 
= sup |5 (тх) — (тх) 
|m| «єп 
+ 1 зар |ф(х + nC) — ф(х + g 
l| хен 


< ЕР ly — tile + те Пес — glo 


= alfy — 610, 


a= -l (1 + 1). 


|m] 


lelo = |G 一 下 je < |т| — 1, 


a m= 1 (1 + 1910) = 1. 
jm 


n = Э (n). 


— 


т WE 


ях) — + G(mz) — pl + nG22), Vz € В, 


命 H =< id+ +T: R— R, ШЫ 


= 58 «= 


НоЕ = бон, 


(2.2) 


我 们 来 证 明 H:R > R EEH, ШУ: F, WEFTA а = bi 
H(a) = H(b), WA 
0 = |С"Н(а) 一 G°H(b )| 
= |HF"(a) 一 HF*(5)| 
= | F*(a) + nC F°(a)) — Е°(5) — nC F"(5))| 
= |F°(a) — F°(b)] — |n( F°(a)) — nC F"(65))! 
= |т|"|а — ë| — |ң(т"а)— 90"). 
{а АЯДЫ К ЛӘ. п оо Es RW S T co, 3—27 
НЕВЕ T H GEA., NERA 
H (x) = r+ nl) — + oo( х—» - co If), 
因而 互 又 是 满 驳 射 。 至 此 ,我 们 证 明了 互 是 一 个 同上 胚 ， 
2 Н = +» 满足 
Н(х + 1) = НО) + 1,Vx ЄК, 
ШЕШЕН} Н! тле 28 (UJ АО PE 
Н Ҷу+1) = Ну) + 1,УуУЕ R, 
А, НН ЕГА А Є СС, St), а 
БЕ = Бон, hoF = БН, 
于 是 有 
h'obkoE = EoH oH = E, 
kok oE = Конон! = Е, 
但 E:R 一 5! 是 满 映 射 , 因 而 
Koh = hok = 
这 说 明 A:St— S' AAR А — >. 
以 E 作 用 于 下 式 两 边 | 
H° F = Сон, 
立即 得 到 
hofo E = gohoF, 
但 E;R— S' 是 满 映 射 , 因 而 
hoj 一 gok, O 


в 57 > 


$3 圆周 上 扩张 映射 的 一 般 情形 


引 理 31 设 1 ecs, S9 EPki, degi) = d, FE 
f 的 任意 一 个 提升 。 则 Е.В R 是 一 个 同 旺 ， 其 道 映 射 FU: ўй 
足 
ЕЧ у + 4) = Fy + 1), УуЄ R. 
ПЕНА, Н F'G) = 0, Vz € R、 所 以 是 单调 映射 ， 叉 出 
+ 
F(k)— F(0) + kd, NRE Z, 
FIS ЕЦ 4 — +оо], 
F(R) — + eoSgnd, 
由 此 可 知 , 当 x 一 > 土 co 时 
F (z) — + coSgud, 
因 生 又 是 满 喘 射 。 我 们 证 明了 Р.В R АА). БЫН 
F(F- G) + 1) = FF y) + d =y + 4,Vy€ R, 
可 得 
FOC + 0) = Еу) + 1,Vze R. O 
定理 3.2 (Shab) ¿Z f, g€ C'(St,St) 者 是 扩张 映射 ， 并 且 
deg(f) = deg(g), ШУ 55 g ЬЕ, 
证 明 。 记 d—dcg(f)—dJeg(g), ЖТЗ A: St — $: 
使 得 
Ао] = goh, 
设 f,g 和 的 提升 分 别 为 F,G 和 五 ， 则 
F(x +1) = Fx) + 4d, Yre R, 
G(x + 1) — GG) + 4, Vx € R. 
Н(х + 1)= H(x) + 1,WVr€6€ R. 
我 们 设法 求解 
HoF = Сон, 
Нюс, Бад, 


"58 + 


| H = GoHoF, 
BEA 
BE = {HE C(R,R)| HC: + 1) = Hir) + 1,Vr € R), 
MAER 
D(H,K) = зир|Н е) — Кќх)|, 


Се 成 为 一 个 完备 度量 空间 ， 对 于 H e 2, H 
S (H) = G loHo F. 
显然 有 
S (H)(x + 1) GoHoF(Cxr + 1) 
= G-ioHCF (z) + 2) 
= G” 1(Ho F (x) + d) 
= G loH Fð + Í 
一 THE) + 1, Vx € R. 
AA 7 定义 了 一 个 从 ЮЕ 到 好 中 的 映射 又 记 
р = inf| GC) (>11). 
则 
DCF (H), 7 (ку) 
_. sup! G HF (xz) — GÖK F (z) | 


=< sup| (GY Су) вир! НЕ (ж) — K F(a)| 
< + sup| H(z) — K(xz)| = z 'D(H,K). 


00 = al, 2: 2 — ОЎ ERS, MATE WE — 
HE2, E 
H = F (H) = СНЕ, 


即 

| HoF = Сон, (3.1) 

ЕРСАИН, RIRE: ЛЕНЕ — K є+ 7, ， 使 得 
KoG = FoK, 3.2) 


ЊН (3.1) 和 (3.2) 又 可 得 到 


= 59 + 


(KoH)oF = Fol KoH), 
但 显然 上 = id EDA 


LoF = FoL 
的 唯一 解 ,因而 

KoH = jd, 
同样 可 证 

He K = :d, 


KTH E— DARE, Ы = К. EHER S БАТАА И А 0 
а | 

| hof == goh, LI] 

推论 33 设 ft C'i(SA St 是 扩张 映射 , 刚 了 是 结构 稳定 的 . 

i HE e e C'(St, S) ЖС K КЛЕТ fs Met 
ET kk, 3 BA 

deg(g) = дед(}), 

[п g 15 f ЕРКЕШ. [1 


3 н 


3.1 设 8:S — 55КЕ. 

Ci) 试 证 ， 如果 бер (g) * —2, WA PP (1) = N; ШЖ 
deg(g)— —2, 那么 PPC) = М\{2}, 

(п) 试 估计 e 的 不 动 点 数目 ， 


$4 扩张 鼎 射 的 性 质 


定理 41 设 ge CS, 是 扩张 映射 ， M e ORARE Sh 
AER Per (g) = 5. 
证 明 。 设 deg(g) = m, 则 ]m| > 1， 由 Shub 定理 ，& 与 扩 
ЖЕБЕ f thA 
:5'———>5' 
z |-> z". 


= GÜ = 


БИЖ, EUM AEEH Рег (f) = S Бїт], 09006, 2698 ?的 不 动 点 。 我 
们 有 
JO == к", 
要 使 
PUD = "=" = z, 
必须 而 且 只 须 
Ж"! жа |, 
Вто f° 的 不 动 点 梨 即 为 |т" 一 1) e dR aa. Ап 
Ж, |m" 一 1] 可 任意 天、 相应 的 |m 一 1| 次 单位 根 可 以 任意 接 
HATARA St 上 的 任何 点 ， 因而 Per (f) =s, [] 
推论 和 2 iae ECK5,5》 是 扩张 映射 , 则 O(z) == s, 
ШЕВА. S == Рег(22С0(8)<5, D) 


=i» 


第 五 章 ” 环 面 的 双 曲 且 同 构 


Thom 曾经 构造 了 结构 稳定 系统 的 一 类 重要 的 例 于 一 一 环 面 
的 双 曲 自 同 构 。 本 章 就 来 介绍 这 类 系统 并 证 蚂 其 结构 稳定 性 . 


51 环 面 目 映 射 的 提升 ， 


与 研究 贺 周 自 鼎 射 时 的 情形 类 似 , 研 究 环 面 T 的 自 映 射 的 一 
个 方便 的 方法 ,是 把 它 提升 为 覆 达 空间 В? 上 的 自 映射 . 

ЖБ ШЕШЕН 

р: = R X R-S x 5 — Т? 
(x, хә) | 一 > (E(x,) ‚„Е(х)), 
这 里 El) = с". 我 们 有 
Р(х.) == P(Y Y) ar — y, Є Z,x;, — y, € Z, 

定义 11 对 于 连续 峡 射 fT 一 TT?， 我 们 说 连续 映射 Е: 

BB 一 R: 是 它 的 一 个 提升 ,如果 


РәЕ = fop, 
即 以 下 图 胡可 交换 ， 
ИЕЛИ 
Р Р 
ЖИ. 
25 JapB Ж 


F(z dh z i+ )— Fir х) E 2x2 
V(xz,,x;) Є R2,(1..1) € Z x Z, 
引用 拓扑 学 中 关于 商 空 间 的 讨论 ,容易 证 明 : 

命题 1.2 要 使 连续 映射 ;RR 一 R: 是 某 连 续 映 射 六 T*—= Ta 


ч 62 + 


= 一 {re С°(Е? ВЕ?) 


和 


ЕТИШЕ НДЕ Є 27. 

РЖ FE] BR bh Ibu НЛ ,我 们 得 到 : 

ФЕ 1.3 

Gi) 任意 连续 竖 射 f: T2— T: 都 具有 提升 FR В; 

(а) ЖЕЕ РАЈЕ, RoE х2, W) F + (K. 
k) 也 是 了 的 提升 ,并 且 了 的 任意 提升 都 可 以 表示 成 这 种 形式 ， 

定义 14 WR f ECCT, T) 的 一 个 提升 F € CCR, R), BB 
АТИНЕ ЕУ F + (K. t€ CRR), BERANA ЕСТУ, 
Т?), 

定义 15 1 fage CCT, 7， 如 果 了 的 一 个 提升 了 与 & 的 
适当 的 提升 @ 满 足 

ПЕ — Gller 

== тах sup ДОРЕС х, sta) — DIG xr) < в, 


оў ғ (трох) 
则 称 523 Cr-s 接近 的 ， 
命题 1.6 ”如果 ?与 了 在 C 意义 下 充分 授 近 (更 确切 地 说 : 
C-e 接近 ,6 志士)，G 和 分 别 是 8 和 了 的 提升 , 则 G 一 FÈ 
两 个 变 元 分 别 辕 期 为 1 的 映射 ， 
证 明 。 选 择 g 与 的 适当 提升 满足 


[Р — Gle < в < —. 


则 有 
LERET + 1,z;) 一 Ë (z, + 1,z;)) 一 (GA xs ti) 一 Е,(х, ESPD. 
< 3&1 (j= 1,2), 
但 
СС, х, + 1,х,) 一 F (x, + 1,х,)) 一 (G;i(xuz;) 一 Fir) 
= (Gi(x, + l.,x,)—G;(xisz2)) 一 (F (z, + 1,x;)— Р,(хүәх,)) 
€Z G=1,2). 
WARES 


"бз = 


G;(x, + 1,x,) — File + lir) = Gilar) — Fixx) 
(i = 1,2), 

也 就 是 

С(х + 1›х;) 一 Е(х + 1,x;) = Groep — Ё(хүәх,), 
同样 可 证 

G(xi z; + 1) — Ех + 1) = Gr sr) — F(x,>x;), 

设 G 和 总 分 别 是 & 和 f 的 任意 提升 , 则 6 一 六 与 6G 一 下 之 差 
ERARI, Am С 一 也 是 对 两 变 元 分 别 周期 为 1 ШЕЙ. D 


52 ЖЕҢУ А АА 


本 节 介 绍 Tbom 例 的 构造 。 

考虑 平面 F 上 的 (用 2 MARERE RERE ro 其 由 
的 变换 

4 ү" Б >R 

еж. 

(CA) a; € Z (i,j -x 1,2); 

(А„) ded = det(a;) = +1; 

(А,) А = (aa) 的 特征 值 2 不 在 复 平 面 已 的 单位 圆周 上 ,如 
[4[ = 1, 

例如 ,我 们 有 : 

2 1 1 2 
[051 ile. 

RITR СА,)--(А,) 稍 作 一 些 解 释 ， 

Ri СА.) 保证 аис, Н 4 €. 7 能 诱导 出 一 个 环 面 
自 有 映射 7:72 T, 

ЖЕ ( A.) REES A € ,ez 的 道 阵 仍然 是 整数 方 阵 。 这 可 
以 从 以 下 引 理 看 出 ， | 

引 理 2.1 ZERIE A BJA b Eb ДЕШ ЖК 5 EF , ДН. 


+ фф + 


Н ded = +I, 
ПЕНА. 必要 性 证 朋 如 下 ; 
dea( 4- ded = def AUA) = del = 1, 
亮 分 性 可 以 从 4 的 表达 式 看 出 : 


41 == 1 | an БЫ r) 
det A L—an anl: 


ЖЕ CA) RETRAI RAER”. ATRE (A). JP 
A€ BAIE Ал, 4; 满足 
(Af = (864 = 1, 
XAF (A), 1А 3 ||， 所 以 对 适当 的 编号 有 
|l > 1 > (4.1, 
这 意味 着 上 映射 4 向 一 个 方向 的 作用 是 扩张 ， 说 另 一 个 方向 的 作用 
EEN. 
引 理 22 1546.5, HM] 
(i) ATE ш; 
(ü) ЛЕЕНЕ ЕН KIRS; 
GD 4 的 特征 根 都 是 无 理 数 ; 
(iv) < 的 特征 方向 的 斜率 为 无 理 数 。 
证 明 ， 
(i) 我 们 验证 A = (А,)—(А,), 
(A) 之 验证 : BL5|#E 21, 
(A) 之 验证 : det( A7) = (ded)! == 1, 
(А,) 之 验证 : 我 们 有 
det( 17u — А71) = А79. deala — АГ) - detA™! 
= dal A — àl), 
因而 47 的 特征 值 都 是 4 的 特征 值 的 倒数 。 因为 [4| > 1， 所 以 
{5 1] = 1, 
Gi) 考察 4 的 特征 方程 . 
V — (an + njà + ded = 0. (2.1) 
ЈУН АЛП А, БА, 


11 


jaj 4: Z == ded = 1. 
ik 5 (А) TA. 如 果 方 程 (2.1) 有 重 实 根 и p: T ду 那么 
и? = p р = detA = 1, 
这 也 与 CA) 和 矛盾 . 
(1) RRDA GQ D 如 果 有 有 理 根 , 这 根 必 为 ача = +1 
的 约 数 ， 但 由 (和 )， 这 是 不 可 能 的 ， 
Gv) 首先 指出 
по ‘й Æ Ü, 
否则 4 的 特征 方程 
СА — an)(1 — а) — аша» = Ü 
将 会 有 有 理 根 À = dus h = ü 
4 的 特征 方向 Cep) 应 满足 
(А — anje — auf = 0, 
Хап =£ 0, PRU) a >= 0, ТА РЕЈА 93 RARA 
Ë — 4 — а 


= 
{E diz 


这 显然 是 一 个 无 型 数 ， 台 

定义 23 由 A E€ .ex 所 决定 的 环 面 识 映 射 

f: T: Т, 

称 为 是 环 面 7? 的 双 曲 自 同 构 . 

注 记 24 “ 双 曲 ”的 含义 见 前 面 对 条 件 CA) 所 作 的 说 明 . 
“ 同 构 ” 的 含义 如 下 : РАНЕЕ Я. 

定理 2.5 j| JEE A € ,er 决定 的 环 面 双 曲 自 同 构 , 则 了 的 
周期 点 在 环 面 刀 上 处 处 稠密 , 即 

Per (f) = 72, 

证 明 .平面 R: 上 队 个 坐标 都 是 有 理 数 的 点 称 为 有 有理 点 ， 我 
们 把 平面 В 的 有 理 点 在 投影 ?下 的 得 点 称 为 是 环 面 T: 上 的 有 理 
点 。 将 证 明 T 上 的 所 有 的 有 理 点 都 是 f 的 周期 点 ， 

我 们 把 平面 R: 上 的 点 写成 列 向 量 形式 。 考察 4 对 平面 R 上 
的 有 理 点 的 作用 . 设 | 


= ЁЁ = 


x 
nt 

х == є К’ 
h 


Mii 
Д) 4=x 仍 是 Rz 上 的 有 理 点 ,其 坐标 分 量 为 2 和 2 的 整 系数 线性 
组 合 : 


B, 


A" == [ms m] 
Ca 


[ 1m, 222] + о, 3 


这 里 [mim] 表示 m, 和 m 的 最 小 公 倍 数 ， 了 3。 ЯП C, E: Is T [mm 
т.) 的 非 负 整 数 ，P。 和 是 整数 .但 小 于 [mm] 的 非 负 整 数 
总 共 只 有 有 限 多 个 , 这 样 的 整数 对 (8B,，C.) 也 只 能 有 有 限 多 对 ， 
ВТ ,必定 存在 sf = п”, E | 

(В,С, ) = (В,С), 


+ Р, 


这 时 
4ax 一 dxz (mod Z x Z), 
因而 
G = ee), 
Еп >a”, jk = n' — n”, N 
К рСх)) = РС), 

ИП Е = РС) 是 1 的 周期 点 . 口 

推论 26 O(J) = Т, 

证 明 。 T? = per (f) сест, [7] 


53 结构 稳定 性 


引信 记号 
52° = (p € CR, RE) ep 分 别 对 两 变 元 周期 为 1. 
BR P 对 于 范 数 || je 成 为 Banach 空间 。 


+ 657 ж 


引 理 3.1 Шаси, HS Фе 221 £ CS КУК Л, Bë 
1} 4+ b ER А 十 o MERRE o EP, 
证 明 。 以 1 - {567 PAERUA, 因为 4E .ar 有 本道 ， Pr 
x == ü Ах > 0, 二 是 : 
inf ]4х]| = ё >i, 


对 于 任意 的 x Є К, 天 0， 我 们 有 


|4 Ер > š, 


出 此 可 得 
[Ах| Z= lr], Yre К. 
我 们 指出 , 当 Balla Ж ЖЛЕ, 4+ $ Est —Bh Pr, ШУР 
[04 + 4) (ж) — (4 + Ф) (у?) 
> |40 一 ?| — (Ф060) — ФСу){ 
28| — y| — К|Ф1а[ — y| 
= (8 — Кф) — y|: Vr,y eR, 
这 里 天 > 0 的 适当 常数 。 易 见 : 当 [фо < < 时, Ba + $ 
是 单一 的 . 
HR RIERA FHRA R oeg. 
(А + poA + о) = id, 
简单 的 变形 给 出 
id + Aca + ФА + o) = id; 
w == — Aopo AT + w), 


Fo m — Apol AT + o). 


PP DP, 
我 们 在 P 中 求 F ДАр. ERA L > о 我 们 有 
о Fole < L |#llelle — ole, 


| 


эщ фс < 二 时 ， S”: 一 ар 是 一 压 颖 映射 ,因而 有 唯一 的 


to € 52", E 
o = Su, 
“这样 的 满足 
(A + $)e( A": + о) — ід, 
xA 
《4 + PICAT + о)о( А + ф)) — À + ф, 
њал + b BJP — ИВ 
(4 1 + о )о( 4 + Ф) = id, 
这 样 ,我 们 证 明了 《4 十 ФУ" At a, П 
注 记 3.2 利用 反 明 数 定理 ,容易 证 明 实 际 上 有 ww 5", 
定理 33 HAE 定义 的 环 面 双 得 自 同 构 1;T' — T Et 


TS Pa yE BJ. 
HFBH, 设 g # C! ЖУКЕЛ ШЕТ F f. RITR A, 1808 
hof = goh, 
җи KARMAR ‚Жж ERAZ R 上 的 映射 方程 
HoA = Сон, (3.1) 


只 要 GG 充分 接近 于 A, RI С — 4 就 分 别 对 两 变 元 周期 为 
1《 命 题 1.6). АВ, ЫЕ, ЭА з= Н —– 4 №, 
ЖЕР ЛЕ жолу ЖАЛ Ж 1 的 映射 。 我 们 把 (3.1) 改写 为 
(zd + IA = (A + р)о(8 + n). (3.2) 
求解 这 方程 是 不 困难 的 ， -但 解 出 刀 一 地 十 ?之 后 ,要 证 明 它 是 一 
个 同 肥 ， 却 村 费 一 些 癌 折 ， 我 们 宁 奈 采 取 另 外 指 途 径 一 一 代替 方 
Ре (3.2) 考虑 更 一 般 的 方程 | | 
Cid + n)°( A + Фф) == (А + poid + n). (3.3) 
我 们 将 证 朋 (3.3) 对 任何 在 C' 意义 下 充分 小 的 jm, € P 都 有 唯 
一 解 w € 32°, HERMAN H = id + р |А], 
方程 (3.3) 可 改写 成 
Á + b + аро d + $D = А + Дор + фо + з), 


* бў е 


es 


°(4 + b) = Aon + polid + n) — Ф, (3.4) 
将 3.4) 分 别 投影 到 4 的 两 个 不 变 子 空间 上 去 ,我 们 得 到 
[neta + Фф) = hn + pofid +) — Ф, (3.5) 
mela + Ф) = lma + —p.o (rd + n) — фі, 
这 里 。 对 于 Ал 的 投影 需要 作 一 简单 的 说 有 明 ， 29у == әр n 
Аз = Ат + Ap = Ал + im 所 以 4 在 第 一 个 不 变 子 空间 上 
的 投影 为 Ал, 在 第 二 个 不 侄子 空间 上 的 投影 为 Ma, 
设 ial >i > jul 因为 ft 一 1detd| = 1, БЫ 
(al = |], Бота a = || t= ||, 
(3.5) 可 以 改写 为 


= È (no(a + b) — фоб + р) + Ф), 


m == tm AHE lidn A фро)", 
НЗ за 可 知 : (4 + Фф) AT o, о Є 22"。 我 们 得 到 


| m 一 6 + Ф) — plid + n) + 4), (3.6) 


ў: == Алро(4 714-0) Ft фо liden (Ао) —-фо(47*-+о), 
Гре АН F.: :4#°-› CR? R?) 如 下 : 
F (n) = T med + Ф) — piotid + n) + фу)» 
27%) = аса “+ 0) + ф.о + я) А + о) 
— PoC A” 1 + о), 
S (n) = FD + УУ»). 
容易 验证 实际 上 有 T m — s. 
对 村 з= эп `F ts Е 
|з |с» == гаах{ {эһ |с, 11е}, 
这 里 
| | ee = sup, n, (z) |. i=1,2, 
DP RARES |+ |a 成 为 一 个 Banach 空间 。 将 证 明 当 
(elle = ЦС — Alla 充分 小 时 F; "> S EERS 为 


= JÜ в 


i, Е РАИ: 
|=, 0) 6916 


< < DALEE 4 Ф) (у Col A + v(x) | 


+ sup. [pioCid + п) 0) — prelid + GG) 
< | (In — {|с + M фе — gle) 
EAC + Мс — Eje 
=< (4 + Milella)]a — Eles 
| Xa) TA) 
< |, вор [аго + а) Са) — СА + о) (ж) | 
+ зир, [Ф024 + n)o( + о) (z) 
— paotid + Lo A + w) С) | 
[А [> — ile + M [фы] 51е 
= (4+ міфа) ~ Eles 
2 (n) — Z (¿)|e = Q + Mlele) — gles 
这 里 对 > 0 是 适当 常数 ， 只 要 


фо = й6 — dle < 22, 
就 有 
2 + Мөө < 1, 
这 时 27:00 — P 是 压缩 映射 ,因而 存在 唯一 的 9 c 2, 使 得 
n= 2 (1), 
即 
(sd +n) A + Ф) = (A+ pold + n). (3.7) 


我 们 已 经 证 有 明了: 对 于 在 C! ETEMI p dE P, F 
E (3.7) 有 唯一 和 解 d + л, "ú € 2?， 交 换 史 和 由 的 地 位 ,得 知 以 
下 方程 也 有 了 叭 一 和 解 dd +g, Є 22°; 
(id + © уебА + p) = (A + p)olid + t). (3.8) 
ЕН (3.7) 7 (3.8) 可 得 
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(id + ©)е(з4 + п)о(А + p) = (A + Bd + L)o(Gid + n). 
我 们 有 
(id + р) + n) = id + x + olid + n) = id + Ë, 
这 里 
& = n + olid + n) Є P, 
但 对 于 ?一 由 的 情形 ,显然 方程 
Cid + &)°(4 + Фф) = (А + @$)e(id' + Е) 
的 唯一 解 是 i# 十 0，0 є 2° 我们 看 到 
£ = т + 0004 + n) = 0, 
(id told + q) = żd, 
类 羽 地 可 以 证 了 朋 
(id + m)e(id + t) = id, 
因而 id + gR — В? 和 d + L:R'— К АА, 
把 上 述 讨 论 应 用 于 = о ARRE., 0.1158 8A И H= 
44+ з, ЧЄ 2°, 满足 
(id + oA (А + plid + р), 
Вр i 
HoA = Сон, (3.9) 
并 年 ,我 们 知道 H~ = id + t, ГЕ 2", 
HIH SIRET АЯП k eO, T), 满足 
дор = poH, Kop = рон, 
我 们 有 
А’'олор = poH of = p, 
Аод'ор = роНоН ~! = p, 
因为 六 本 一 T 是 满 映 射 , 所 以 
Aoh wa дод’ = id, 
这 说 明了 5;Тї—= Тї PARE, л, 
最 后 ,以 ?作用 于 (3.9) 两 边 即 得 到 
Ао] = goh, 
这 证 明了 f 的 结构 稳定 性 。 口 
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注 记 3.4 ”在 定理 3.3 的 证 明 中 , RINE: 如果 р, Фе @' 
在 C 意义 下 充分 小 , 那么 方程 (3.7) 的 形状 如 id + nn € P 的 
解 是 唯一 的 。 方程 (3.7 可 能 还 有 其 他 的 不 能 表示 成 这 种 形式 的 
МЕ. ш РФ = Ф = о 的 特殊 情形 ,我 们 有 


1404 = oid 
和 
| (244)оА = Ао(244), 
这 里 须 注 意 : 
id = jd -+ D, 0E оў”, 
而 


lid = id +;d, id £ D, 


* 73 a 


第 六 章 Banach 空间 的 微分 学 


虽然 本 书 研究 的 对 象 主 要 是 通常 Eudid 空间 和 紧 致 微分 流 形 
上 的 动力 系统 ,但 是 如 我 们 在 前 两 章 中 所 看 到 , 当 讨 论 结 攀 稳 定 恰 
问题 时 ， 往 往 涉及 一 些 上 映射 组 成 的 空间 ， 这 些 空间 基 ( 无 限 维 的 ) 
Banach 空间 ， 因 此 ，Banach 空间 的 一 些 概念 和 方法 是 我 们 所 需要 
的 。 本 章 就 来 介绍 这 些 工 具 . 


61 Banach 空间 


AHEL Benach 空间 的 一 些 最 基本 的 概念 并 介绍 Hahn-Ba- 
nach ЗЕ, 

设 瑟 是 一 个 实 钱 性 空间 ，5 :了 一 及 是 一 个 映射 ,满足 

(N,) sio 22 0, Yre E; п(х) = 0 —> у = 0: 

(N,) nlr) = ||), Vie R, хє E; 

С№) aCe + y) < n(z) + nG), Vz, уе Е, ДИВ (Еп) 称 
为 财 范 线性 空间 ，” 称 为 范 数 。 通 庄 把 范 数 记 为 | . ||，| - 1 或 者 
1 1. 

在 冉 范 线性 空 闻 (BE, 中 中 ,我 们 可 以 引信 了 距离 

d(x,y) = |z — yll, Ух,ує E. 

ЭЖ. ERREA EARI, ДИЕ СЕ, D #20 Banach 空间 . 

Ж (Ell ЯСЕ, КИЕВЕ: н), А:Е—> F ER 
ФЕВ. ш КЕК, 818 

|451 = Ка, Vz€ E, 

则 称 4 为 有 界线 性 上 映射， 并 把 满足 上 面 关系 的 最 小 的 KK 称 为 线性 
映射 4 的 范 数 。 记 为 141i (我 们 约定 : 有 界线 性 映射 的 范 数 与 映 
射 取信 的 空间 的 范 数 用 同样 的 记号 表示 }。 我 们 有 
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141 一 зир 141 = sup | A<] CLIE) 


кв |||! ТТ | 


和 

Ar| = 1410151, ЕЕ, (1.2) 
Ө PERDE ST A; E — F 225 50 PR EE ВРАТЕ A SS ЗЕ ЕЛЖ Ë 2 EE Sk 
HJER EBE ST, 


M E EJ F BJ ВЕРЕ А pR BE аЛа L (EF, Р), ЭШ 
L(E,F АРАН (1.1) 定义 的 范 数 也 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 。 又 ， 
ШЖ (F.,l D 是 完备 的 ,那么 LLE,F) 也 是 完备 的 , 即 它 是 一 
个 Banach 空间 ， 

特别 地 ,对 于 下 一 RAAE, RIEM ER R iA AREE 
射 称 为 有 界线 性 泛 函 。 有 界线 性 证 本 的 空间 E* 一 L(E,R) 称 为 
Æ E BIRTE. ЖАИЗ [в] Е* 总 是 完备 的 . 

在 通常 的 Euclid 空间 R*， 每 一 些 标 投影 

Ри: хі ху 《x 的 第 i 个 坐标 ) 
”是 一 个 连续 线性 映射， 所 有 的 坐标 映射 合 在 一 起 ， 具 有 唯一 决定 
扩 的 作用 ， 即 ，: 
| Р,Сх) = ply), f= mer- y, 
或 者 等 价 地 
P Kue) = 0, = I, ' * , m E == 0. 
RUTERE, MEAZA: LAMANA RRE Т ТЕ 
一 起 ,也 具有 这 分 EE 中 的 点 的 作用 ， 即 
Ка) = Hy, WIE Eere y, 
或 者 等 价 地 
Җи) = 0, Vice F*< 4 = 0. 
Е* 的 这 一 重要 性 质 可 从 著名 的 Hahn-Banach 定理 推导 出 ， 

€M 1.1 (Hahn-Banach) i (Е,|- D 是 赋 范 线性 空间 ， 
ЕСЕ 是 互 的 一 个 线性 子 空间 。Pm: Bo 一 只 Æ (Eal e DEBA 
PF fR EE TZ РА, WI E 

KAES | = К |х| » Vx É En 
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ШЕ ЛЕ СЕ, ` H) 上 的 有 界线 性 证 函 i, їй 
#©ху = ¿L (z), Wx € Epp 
和 
æ КЕД, Yre E, 
这 就 是 说 , 子 空 间 上 的 有 界线 性 泛 函 :可 以 延 拓 到 全 空间 而 不 增 六 
ЖЗ. 
证 明 ， 第 一 步 。 先 证 可 以 延 拓 到 高 一 维 的 空间 E, 上 去 而 
不 增 大 其 范 数 ,这 里 
Е, = {x + ix, |n E E,,z€ Врх, Eh 
易 抑 ,对 于 任意 的 <cE 及 ， 
i (x + tz) = (хх) + te (zo € Ез, t€ В) 
定义 了 线性 映射 1: Е, = R， 间 题 在 于 适当 选择 c, 使 得 关系 式 
AED] Kllxll, Vz E, 
仍 能 成 立 。 上 式 可 以 写成 
—К||х» + zx,|| < (о) + re = Ка + all, (1.3) 


л> ОВИ е (1.3) На 52 и 得 
—Kls + x,|| < LC) + c =< Kije + ll (1.4) 
г< 0 时 用 一 : 除 (1.3) Ма — = z 得 


Ко — nl] < (s) — c = Ке — х\||, (1.5) 
(1.4) ЯП (1.5) 一 共 是 四 个 不 等 式 ， 但 在 《1.4) 的 后 一 不 等 式 中 以 
и = —р 代 人 就 得 到 {1.5) 的 前 一 不 等 式 ; # (1.5) 的 后 一 不 等 式 
ФД s = — a 代 人 就 得 到 (i. ) 的 前 一 不 等 式 。 PE, < WS E. 
的 独立 的 不 等 式 为 
i (s) — K|ls — rll < z = КЇн + x — бе), (1.6) 
因为 
CK |н + х| Со) — (Xe) — КЇ» о) 
= Kje + xd ly — lld — (u + е) 
= Kju + ril — (u + e) Z 0, 
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арбие) — Kl — а} «ани + all 一 0040), 


所 以 可 以 选择 c € В 
вар{ Сә) — Kle — nh = с < inf{Kllu + х1] — (u), 


然后 ,我 们 可 以 定义 | 
(х T iz) = бз) + te, WER, 
这 样 定义 的 1, ЧЕ 
(x) | = Klel, Vx = r, + zx € En 
第 二 步 。 用 某 种 归纳 手续 证 明 一 般 情 形 。 这 只 是 良 序 原理 或 
者 超 眠 归纳 法 或 者 Zom 引 理 的 简单 应用 ,这 里 从 栈 ， [1 
Hahn-Banach 定理 有 一 些 非常 重要 的 推论 
推论 12 (E.l - 1) ЖЕКЕ НЕН], nE E, z, = 0, Mi 
存在 le E*= L(E,R) ÑE (х) >= 0, 
BH. ir Е, = |е RICE, ЕУ 
¿K iz a) = rll, YER, 
则 有 
Hli = jill, Vz = ;z,€ Es, 
Е Habn-Banach 定理 可 知 , 存 在 1€ E* E: 
KÆ S 141, Vz € E 
和 
iC xo) = TEN, — [51 = O 
推论 13 对 于 wt E, RDE 


а = spp NC!. 
证 明 。 对 于 ie E*, |1 一 1 显然 有 
(GD)! < hel. 


x, a A MEA TAR: 存在 i€ E*, |1 一 1， 使 得 
См) = jiel, 
推论 1.4 эв 
Си) == 0, WIE E* >u = 0, 
或 者 等 价 地 有 


. 7? = 


к) Ty) NIE E*<> z = y. 
ШН. 2%. 0 


$2 ё ш 5 


BEAR ARMAREN: 
f G) = lim ааа (2.1) 


(2.1) Р | | 
我 们 注意 到 : M2) = РС) ERE A 的 线性 函数 。 于 是 ,可 微 性 
的 定义 可 愉 陈 述 为 : 存在 ¿c LCR,R)， 使 得 
或 者 
Кж А) — С) ОА) = оС). 

ИКО 5 TE UEA ДОКАЗ ВЕ 25 [н], 

定义 21 (Е, |. DRC, |) 是 赋 范 线性 空间 ,UGCE 
EFE, j: U— F &—+ük 3, хє UU。 如 果 存 在 1€E L(E, F), 
使 得 


AE a 


m Gta К) КЮ _ 
ii ҮТ д | (2.3) 


或 者 
[f(x ++ ñ) — {0 一 天 人 = оС), (2.4) 
ЖЖ 7 在 * 点 可 微 ， 
显然 ,如 果 了 在 点 可 徽 ,那么 了 在 这 点 连续 。 
命题 22 满足 上 面 定 义 的 1 L(E,F) 至 多 只 有 一 个 . 
证 明 。 如 果 还 有 РЄІ(Е,Е) 也 满足 定义 2.1， 则 六 = 
{С UƏ(E,F) W 
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РСА) = оСА]). 
对 任意 到 定 的 加 € E, {ТИ 
СА = Kli] GER, 0), 


С] = 21). 147. 


命 :~> 0 即 得 
f P'(5,) = 0, 
因为 如 E 是 任意 的 ;所 以 #'= 7; 1 0, BD 
ё =) Г} 
ЖУ 23 HEEM 2.1 的 唯一 1€E LE, F) RAFE x ДАНУ 
微分 , 记 为 
Рі) = 1, 
这 样 定义 的 微分 ， 与 古 虚 分 析 中 定义 的 微分 有 许多 类 似 的 性 
йт. 我 们 这 里 仅仅 扼要 地 加 以 陈述 ， 而 略 去 大 部 分 容易 的 证 明 . 
命题 2.4 设 1,g:U 一 下 都 在 x U 可 微分 , ¿< R, UH) f + g 
和 Af AE rE U 可 化 分, 并且 
D(f + р) (к) = DIC) + Dele), 
DCAF) (х) = Ар{)х). 
引 理 25 设 了 在 x 点 可 微 , 则 
Сх + A) — JG) = ОСПА) CA 0) 
命题 2.6( 链 式 法 则 ) 设 《E ,CF,t DD fi (G.I + l) 
Je BA nizu Е], UC E i VC F ERNE. WERU — VC F ЯП 
g:V — G DILE rE UH y = је) € ш „ЖЛ, gof: U — G E 
z 点 可 微分 ,并 有 8 
(веў) (ж) = DCi) Dii), 
这 里 D K) EL (E, F), Dg (I(x) ) EL СЕ, С), 因而 
Dg DiE LCE ,G), 
证 有 明 。， 为 书写 简便 , 记 
k — Ке В) — 0), 
HI 5198 2.5 可知 
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' s anar ma z Ñ оног www a r ur А 
Tr Hp rer. "Ру Pp re тУт. no зз 1... 


А = ОСА). 
我 们 有 
|215 + A) — goleo — Эк {0м epe 
= |#(J (z) + K) — gU) — РСС) DFO ` 
=< | 各 大 xz) + K) — eC) — Dek] 
+ [PEGN — DECA 

= oC) + оС) = оСПА). 0 

定义 27 2 i ERA x€ 0 可 微 , ШЕК РЕ ТИЕ. 这 时 
如 果 Df:U — L(E,F) 连续 , 则 称 f 在 UU 上 是 连续 可 微 的 或 者 是 
С' 类 的 。 


53 对 实 参 数 的 积分 
设 (E, | ` |) 是 Banach 空间 , K = [a, 2] 是 实数 闭 区 间 ， 


f:K — E 是 连续 鼎 射 把关 分 成 两 两 无 共同 内 点 的 闭 子 区 间 K, 
K, ` Ka 之 并 


К к= Ü К, 
= 1 
把 这 分 着 方式 记 为 4, 并 记 
12| 一 max {KIR 
Ну 
rj É Ki, 7 一 1,2,: ` m, 
并 记 


T 【za 
XA А1 表示 实数 区 启 工 的 长 度 。 我 们 可 以 作 积 分 和 
S == S;,, = > Кт;)|К,|. 


i=] 


将 证 明 : 当 12| 一 0 时 ， 上 述 积 分 和 有 确定 的 极 跟 工 ， 即 对 尾音 
s> 0, fFff#E8> 0, 使 得 


= BÜ 中 


НЕЧЕ ț Bin — I|! < s, 
定义 3.1 ЖЛЕ ЕЖЕ I RAE f EK КНН 1229 
| оа = | fC de = 1, 
为 了 证 明 当 141 一 0 时 ,积分 种 5, 有 确定 的 极限 ， 只 须 指 
出 当 
lal = max{ КА = max {| Kl} 
都 充分 小 时 ， 15, — Sky, Í| 可 以 任意 小 ， 
因为 天 天 一 王 连 续 , 用 有 限 覆 盖 原 理 ， 与 一 元 实 函 数 的 情形 
类 似 , 可 以 证 明 了 д — RERA AEREA Е > 0, 存 在 6220, 
使 得 


l= | < s= — KN < - 


ткт: 
25 0927 0) 
ЫК, K m 和 有 
我 们 有 | 
K; = Ü (Ki Ki), Ki а Ú (K:N K;:); 
, |К, — $ KA Kpl, IK = У) кпк; 
ўі j=] 


* 
ба, — Зу! 


= DD Kt 5 Hr) KG 


= >; D GED — Kri))IK; A Kl, 
1=1 ра] 
上 述 求 和 的 各 项 , 仅 当 KNAK = ЕЯ ЕЗЕН, ШЖ |l < 
2, ГА" < Z, 那么 当 KNK p 时 就 有 
[n — rpl <з, fr) — СЭ ТЕТ 


. Bi >» 


因此 , 当 |4] < 2, Га < > 时 就 有 
18, — Sieli < IKI > >, IK, n K; 
Е 
一 JK] [K| = s, 
同一 元 实 函数 的 情形 类 似 ,容易 证 明 , 这 里 定义 的 积分 是 线性 
的 ,并 且 对 积分 区 间 是 可 加 的 ,等 等 。 兹 不 丈 述 . 
命题 32 | coal < Iola. 


САЗАН: 上 式 左 边 的 积分 ,是 上 映射 f:K ~> E 的 积分 ,其 定义 
如 上 面 所 述 ; 而 上 式 右 边 的 积分 是 一 元 实 水 数 用 Ca) 的 积分 ,其 定 
义 基 我 们 在 微 积分 课程 里 所 熟知 和 的， 当然 也 与 这 里 给 出 移 定义 一 
致 .》 


пеня, | D е] «5 оки. OO 
命题 33 i K [a,b], НКЕ 连续 , ¿€ E*, W 
(|. 1979 一 | IGQ) }dt, 

证 明 。 由 的 连续 性 ,我 们 得 到 


|, (бю) 一 (tim > FEDIK) 


— ша 21 ККИ = (0000004, D 
i=1 8 


$% 有限 增 量 公式 


定理 4.1 (Ee DCF, |- |) 5 Banach 空间 ,UCE 
是 开 集 ， 1:U — F ETM, x + #ñ € UCE [0,11), Ni 


f(x + £) — Ка) = {pis + ¿A )5 de, 


+ BZ + 


征明 。 对 任意 取 定 的 56 КТЕ, Н), 261 z ура 
gG) = ir tH hY), 
我 们 有 
lel + r) — ge) — СО + h)A)r| 
= 'I(I(x + tà + rÀ) х + th) — Dil + А)(т#))! 
| = оС | |21) = о(1т |), 
因而 
С.) == DI + hA), 
А RAR ДН АУЕ ЖИД. 
ВС) — gt0) = |4, 
我 们 得 到 


(Hx + уу у) = |, (DEC + (п) уан, 


Кх + iñ) — (z) == 1 (|, Dir + ваг). 
Эр ге Е* 可 任 到 ,由 Наһа-Вапасһ 定理 的 推论 1.4 可 得 
Кх + A) (у= | DK + da, O 


推论 4.2 15 E,F 是 Banach 空间 ,UCE 是 开 集 , U — F 
连续 可 微 , х,у БЕН. 
Jea = [x + (y хое £ 1)CCU, 
则 | 
|Су) — РС) < [7 T х1 зар! DRENI 


HEHA, ig Å = y — x, 则 
HOD Рб) | |/(х+ A) — е) 142 


_ || pie + ваг 

< | |р + ул: 

s Шу — rll sup [DCE O 
Хк 


+ J ч 
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ЖЛ ҢЫ. # НЕНЬ СЕП Ж E -—ЯБ Ж S EE Bulat Я) 
EXSI 15 (Enhe DOUS л) АП (Е,| + |) ЛАЙ 
RHET, 4: E, >x +++ XEF 是 > 重 线性 映射。 如 果 存 在 
实数 天 > 0, ET 
|C 6,31 = Кх 1, 
М(х, st EE X E, х.х Е,, 
ШЕК А ЛЕН АНУ r ERRI, ЭЕ IE LKA ЕТА ЗЕ K 
PRG A RJR, A lAl ME X ++ x BB, 到 下 的 所 有 的 有 界 
r 重 线 性 映射 的 集合 记 为 LE Erstes En F), Fp, ШЖ 
Е = Em = E = E, RE 
L(E;F)=L(E,E,-.. E; F), 
аа ай а 


7 Е 
定义 5.2 ШЖ 4€E LCE;F) 满足 条 件 
ti 


1=< r< =< r, 
则 称 4 是 对 称 的 。 所 有 的 对 称 有 界 * 重 线性 映射 的 集合 记 为 
LE:F). 
下 面 的 简单 命题 是 常常 要 用 到 的 ， 
命题 5.3 15 EE, M FEMRA. JA E, B LEF) 
BA TARER И Кра [aj | 
L(E,,L( Е,,Е)) 
等 同 于 
L(E E: F), 
证 明 。 我 们 仅 指 出 等 同 对 应 的 方式 而 把 细节 的 验证 留 给 读 
者 。 任 给 4ELCE:,LCEF)) 和 nE Гү, w€ En Ж 
A(x.,x;) == іх.) Сх). 
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M 4 — £ 这 样 的 对 应 是 从 L(E,, LE, FD 到 LE, Е„; Р) 
Ай ЕЕН E, ХБ ИУ SENCH ИЗ КАЕ АО): 
|Д] = 14], YAE L(E,,L(E,F2) O 
更 一 般 地 ,我 们 有 
命题 5.4 
LCE, Rs EB, 1 FD =“ 1(Е,,, En F), 

下 面 , 我 们 讨论 作为 多 重 线性 瞻 射 的 高 阶 微分 . 

定义 5.5 W E,F 晨 赋 范 线 性 空间 ,UCE 是 开 集 , fiU 一 下 
Enik, reU, WE Di:U — L(E, F) {Ех A, 32, 
它 的 微分 

D(D])(z) € L(E,L(E,F)) = L(EF,E; F). 
我 们 把 DLD) 称 为 是 了 在 * 点 的 2 阶 微分 ， 记 为 Dif(x). 这 
样 
Р(х) € L(E ,E;F)= LE; F). 

如 采 Dj:U 一 L( E ,F) 在 每 一 点 x€ U ИН DU —> LE, 
F) 连续 , 则 称 于 在 也 是 2 阶 连 续 可 徽 的 或 者 是 属于 C2 类 的 . 

更 一 般 地 ,我 们 定义 

Ds) DCD) € L(E,U'(E,F))= (E; Е), 
XWR РРО LHE; F) 是 连续 的 , 刚 称 于 在 如 是 > 十 工 阶 
素 续 可 微 的 或 者 是 C++ 2, 

与 古典 分 析 中 的 情形 类 似 ,我 们 有 如 下 的 对 称 性 定理 ， 

定理 3.6 iz (E, ||. DACE, | - D Æ Banach BA UCE 
是 开 集 。 若 1f:0 — F E: 2 BtyEšE aj C 0) 8), А1] 

DEANAR) = DIENA), УАК Е, 

这 就 是 说 : DDCx)€ ЫСЕ;Е), 

证 明 . 我 们 置 

PEAR) — Ix + + k) — JG + K) — I(z + p) — G, 

由 对 充分 小 的 HA] ЖП |z], pD Es, ЕН 
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{рух 十 sh + K) hd; 一 | РКх + skids 
~ (рК + sh + k) рКа + Ву): 
=. (t Р(х + +à + а) Ads 


— | | DAC + ñ + OG асаа, 
H D 的 连续 性 ,我 们 看 到 : 
| 下 一 DIGAR) 
= || | (рух sh + &) — DY NS, ard 


< | PAG + +) — D4 C) ДЕД: 

= oÇ AIRI). 
同样 可 证 , 当 Al 和 IR 充分 小 时 ， 

СКА) 一 DiC (k ,HY = оС. 
但 由 P 的 定义 可 以 看 出 
Ф(#„&) = (К,А). 

因而 , 当 JA) 和 充分 小 时 ， 

|D3J(z)(h ‚Ку — Ра) СА А) = CARD. 

HERRER ike E, 我们 有 
Ну Са C tho zk) — DA) Gk, у! = обы ДЫ], 


|D) (hok) — DHE) kasha) = SCD раа, 


令 :一 0 即 得 
DPF CA sko) = DF kosha). = 
重 一 般 地 ,我们 有 
定理 3.7 如 果 1 在 U 上 + 十 1 阶 连 续 可 微 , 则 有 
D'UELH E:F), YrxEU, 


‚ &6 = 
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定义 Gl WE, EM FERE HEZE, E — E, XE, 
UCE 是 开 集 ， ДА :U 一 下 是 一 个 映射 ， х= (z, л) € U, ЖҮР 
在 EL(GE,,F)， 
jim кез + Ауу) 一 IC za) 一 АА] = {) 
ЕТЕ ПА, || 
或 者 
Жж, + biz.) — (z. z.) СА.) = olll), 
则 称 了 在 x = (ху, z;) 点 对 第 一 个 变 元 可 徽 分， 并且 称 所 为 了 在 
x 点 关于 第 一 个 变 元 的 偏 微分 , 记 为 
Р(х.) = 1, 
类 似 好 可 以 定义 对 第 二 个 变 元 的 偶 徽 分 
DIC. x) E L(E,, F), 
Божи, TAR, 
定理 和 2 在 上 述 定义 中 所 给 的 基本 假设 之 下 ,了 映 身 ff 在 UU 上 
连续 可 微 的 充分 必要 条 件 是 它 的 两 个 偏 微分 都 在 了 上 处 处 存在 ， 
并 且 ( 作 为 二 元 上 映射) 是 连续 的 , 即 
(х,,х,) > DiC rist) 
和 
| Cet) — Dif xita) 
都 在 U 上 连续 . 
当 上 述 条 件 满足 时 ,我 们 有 
Dx rsh) = D,f( x, ,z;)A, (хх), 
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ENTI 设 {XX,5) 和 {ZzZ,4d) ERESZ. ký f: X — Z 
称 为 是 Lipschitz 映射 ,如 果 存 在 a| c К, 使 得 


+ Б œ 


40 YJO) = а(х ,х), Yr rE X. 
能 使 上 式 成 立 之 最 小 非 负 实数 o 称 为 是 的 Lipschitz Н 7020 
Lip(/), ЖЖ 了 不 是 Lipschitz АУ, Mic Lip = +оо, 
特别 地 ,如果 Lip < 1, MR 了 为 压缩 职 射 。 
定义 72 设 (X，5) 和 (2Z, 3) 是 距离 空间 ，xo€ X, WRF 
TE хо 的 邻 域 下 ,使 得 限制 在 了 上 了 是 Lipschitz ВЕ RFE Є R, 
使 得 | 
ас х Y AC) < а(х ,х), Yr ,rE Y, 
RIER f 在 * 点 是 局 部 Lipschitz 的 。 如 果 对 任意 的 me X, 映射 
J 在 ro 点 都 是 局 部 Lipschitz 的 , 则 称 f Æ X ÆRA Lipschitz 的 ， 
命题 7.3 (E DRF] 1) 56 Banach 空间 , UCE 
EFE, LU 一 Ff 是 局 映射 , 则 f 在 UU 是 局 部 Lipschitz 的 
WER. E neU, FE x 的 凸 令 于 УСО 和 非 负 实 数 e, 
使 得 
IDICE)| Savie V. 
于 是 


Ке) Ко < | IDRE + A ае — + 
ale |е, ЕУ, D) 

定理 7.4 (E, 1) 是 Banacb 空间 ，p: E — E EENM 
射 : 


< 
=< 


Lip( p) =< = < 1, 
Kj f= id + p:E >E Ruf mh И, НИЕ АЕК 
F! = id + о, 
这 里 中 是 Lipschitz it, 


Lip( ee) = — 
l —a 


因而 77° 也是 Lipsehitz 映射 ， 
Li (< — 
| l~a 


= 58 >» 


证 明 ， 首 先 指出 : 对 任意 ye 五， 存在 唯一 的 *E 羡 ， 使 得 
Ка) = x + ф(х) = y. 
事实 上 ,上 式 可 以 改写 为 
z= —ф(х) + y, 


25 3880 3 
hb: E — Е 
x> — plr) + y, 
ER 
Фя) = — р(х) + y,Vr € F. 
因为 


Lip) = Lipp) <a < 1, 

ШЕЯ ЯР, ФЕ Е АНЕ 
х= b (w) == —ф(а) + y, 
好 存 在 唯一 的 xe Е, 使 得 
IG) = y. 
这 证 明了 j:E — E за К), А-В, ЕПП EE ER H 1: E— 
E, FL TITO 
==} — il: E — E. 


由 
id == fof = (¿d + ф)с( + (о) 
= id + o + pold + w), 
可 得 
а == —фо(1 + ш), 
我 们 有 
Ше") — (ә) || = px + оа) — ф(х + ок) )|| 
Salle — rll + оа") — wlx) ll) 
Поа) — оа) | < —— li ells 
Vr x€ Е 
这 证 明了 


* йз + 


Lipf) = g 


1 — а 


由 此 易 得 


Lip(f") = Lip(id + o) < Ln 


— r 
推论 7.5 (Lipschitz WMH EI) it СЕ, ||, H) ДЕ Banach 
DEl, 4:Е — E EORR., Ф:Е — E }& Lipschitz ВА Й, 
арф) < ЦА, W| z = 4 + Ф ETERS e = (A + ф)! 
也 是 Lipschitz 映射 ,并 且 


LiD =< 


1 
la> 一 Lipie)” 

ЇЕНА, RIE 

greito 
= Aolid + Ap) = А°(14 + p), 
ХЕ p = Ap 满足 
Іір(ф) < |l ||Lip(&) < 1. 

因此 = 2 + p H, TE g= Ао} BE E, g = |047, 
Н. 

мр) =ç Lip(f 01474 

|4: _ 1 7 

1 — 47р) ПА 一 Lip (ey 

推论 7.6 (Е, |D ЖЖ Banach 958], 4:E — Е ÆT 
HER 3, B< HI WA + B рер HE 


一 ! 1 
Ka+ ВУ T: ву" 


征明 。 有 界线 性 映射 的 范 数 就 是 其 Lipschitz 常数 。 由 上 一 
推论 可 知 , 4 + B ДЕТИ ЯЕ, ЖИЙ > Lipschitz 常数 不 超过 
1 
йл 1841" 
又 ,容易 证 明 : 线性 觅 射 的 赣 歇 射 也 是 线性 的 ， 口 


+ ÜÜ = 


чч 
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ЖУ 81 设 (Х,0),(У,р) ЯП (2,4) ЖАН, Ф: Xx 

Y 一 2 是 一 个 映射 ， 如 果 存 在 et R, (619 

4(Ф(х' „у}„Ф(х,у)у < aalr pr), Vx gr Х,уЕ Ү, 
AUER Ф ВНТ —Ж оо Lipschitz RFF, WREE el, 
ИЕК Ф н EEE. e ,如果 存在 8ER， 使 得 

а(Ф(х,у'),Ф(х,у)) EBPO Y) Vr Х,У YEY, 
则 称 多 一 致 地 对 第 二 变 元 满足 Lipschiz APF. 如果 < 1, 则 称 
9 一致 地 对 第 二 变 元 压缩 ， 

注 记 8.2 在 X x Y БТА Ер” ро; 
D((*',y),(z,y)) = тах{ rx) POOY y)). 
ШФ: X x Y—>Z ATRAER E Lipschitz ЖЕЕ, ВЕЕ У Є Б, 
使 得 对 人 尾部 (rz 7 fxzsy)EX X 了 有 | 

4(Ф(х',у ),Ф(х,у)) < утах (х.х), о(у,у)}, (8.1) 
ШК Ф Æ (JL) Lipschitz 映射 ， 显然 这 时 名 一 致 地 对 第 一 变 元 
满足 Lipschitz 和 条件， 同时 也 一 致 地 对 第 二 变 元 满足 Lipschitz 条 
FF. 容易 证 明 ; 为 使 由 是 二 元 Lipschitz 的 ， 必 须 而 且 只 须 它 同 
时 一 致 地 对 两 个 变 元 满足 Lipschitz 和 条件， 类似 地 ,如果 对 每 一 点 
(xay) € X x Y 邻近 的 (х,у УП (z, y) 都 有 (8.1) 成立 ， 则 称 
人 是 (二 元 ) 局 部 Lipschitz 映射 . 

设 (XX,5) H (7,4) 是 距离 空间 ,，(2Z ,4d) 是 完备 的 ， 如 时 Ф: 
X x Z 一 Z 一 至 地 对 第 二 变 元 压缩 , 那么 对 任意 的 x€ 六 存在 唯 
一 的 vtx) є Z 18 

Ф(х„е(ху) = rie), 

TERED, 名 具有 某 些 分 析 性 质 时 ,v: X — Z 也 具有 各 
应 的 分 析 性 质 ， 

定理 83 FERRET, WR 下 是 连续 的 ,或 者 是 局 部 . 
Lipschitz Н, А: Lipschitz 的 ,那么 w: 开 一 民 也 相应 地 是 连续 


. Ө] + 


的 ,或 者 是 局 部 Lipschitz 的 ,或 者 是 Lipschitz 的 。 
ПЕНЯ, 我 们 有 
ole уе бу) = 4(Ф(х' ‚еб r Y) Р(х, (а))) 
AaB rN) Bx ao ))+4(Ф(х' „(ху ),ФСх ‚е (убу) 
= EEC jet 十 DC ol) DP raela), 


Hota Do) < ү; AOC „5 (х)),®Ф(+ 500890). Ll 


定理 8.4 (E, J|- DACE, |- 17 是 Banach 空间 ,XCE 
和 YCF 分 别 是 相应 空间 中 的 开 集 ，ZCY ЕА, 如 
时 

@:X x Y — F 
是 C 有 映射, 它 一 至 地 对 第 二 变 元 压缩 ,并 且 
ФХ x Z)C Z, 
那么 由 方程 
Pirri) c(x=),Wx€ X, 
确定 的 唯一 有 映射 e; X — YC F 也 是 C' 的 ,并 且 
Ре (ху = (id, — DD(xr ,e(x))) DD Mr v), 

IH, Z 是 完备 空间 的 闭 子 集 ， 因 而 是 完备 的 ， 根据 压缩 映 
YE, HERH re X, Bh @(x, - ): Z — Z 有 唯一 不 动 所 
vi)e ®СУСЕ, FEX 7 (IA, ER e: X — F ДЕ С ВЕ. 

先 设 r= 1, О ФЕ 757—8 НЕНА, E # ЖА 
В 1. H 

(DØ =< 8 < 1,V=6 X YEY, 
H.L W EV 7.6 可 知 : 
zd, — D,@( r er): F — F 
Ea EREE, ld 
ОСж) == (sd, — DOC r ,ç GYL 

我 们 将 证 明 | 

| De (x) = OCOD Ф(х,е (x) D, (3.2) 
表达 式 (8.2) EZA TZEAR АЧ: 候 设 ”可 微分 ， 则 
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s (z) = Ф(ху,г(х)) 
可 得 

De (z) = О,Ф( х,и (z)) + DOC, o (a) I Dv (a), 

De (z) = (14, — DDCr el D Al xpe CY). 
为 了 证 明 Dele) = ODP, e), RIDET IE — 0 ir 
TBS G ЛК. 

[ех + £) — s (z) — О (z2)D/6(x,e (ху NE) 

= LO) Gd — D,0(x,s(z)))Xe(x + £) — e (x)) 
— Р,Ф(х,0(х))& | 
= |0()||Ф(х + Ev x + &)) — Ф(х „= (z)) 
—ЮФОх,е (к) Е —Р,Ф(х,6(к) )0е(х+) el) 
— о(іпах{ [E |, lele + £) — ele) hh 
但 由 定理 8.3 我 们 知道 。 "是 局 部 Lipschitz 的 ,于 是 得 到 

[e(x + S) — G) — ОС) О,Ф(х,ебху = оС]. 

其 次 ,假定 对 于 + = 4 1 630 Ел, RIRH г == k É 
情形 。 外 是 入 的， 当然 也 是 CT АО, > 至 少 是 СС" Ду, ЖШ 
射 

PX x L(E,F)—L(E,F) 

(r H) D Elre) + D; (r e (z) )H, 
显然 由 是 С\Т 的 , 它 对 第 二 变 元 一 致 压缩 (因为 1 РФ( хх,» (к) 1 
6 二 1)。 因 而 满足 方程 
plr, HG = HO, Yre X, 
АЖЕ — 9) H:X > LC(E,F) E C pg. 但 从 
@(r,s(x)) = eCe) 
可 得 | 

Р.Ф(х,0(х)) + D.D(x.s(z))De (x) = Dela), 

RH 
plr Dele) у = Dris), 
因而 Dv 是 СК Ау, е Ск 的。 DJ 
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综合 定理 8.3 和 定理 8.4 可 得 以 下 推论 。 它 可 视 为 定理 8.4 
的 带 参 变 元 的 形式 ， 
推论 85 ло [Ы], (Е, 1:10 (к, |: |) 是 
Banach 25 8], X— E M YCF 分 别 是 相应 空间 中 的 开 集 ,， ZCY 是 
F RART. WREE OA ххх У Е на 
一 个 变 元 压 往 ;对 任意 固定 的 26 A, 
Ф(4,., ):X x Y — F 
是 С „ЕН. 
DLN x Z)C `Z, 
那么 由 方程 
ФОА ,х,0(А,х)) = ellr), МАЄ A,r€ X, 
ВИЕ — RERE г: Ax X YC F 是 连续 的 ;并 且 对 任意 固 
Ер АЕ A, №8] 
201,0 ):i — YCF 
Ж С, 


S9 ARRERA ДЕРЕ 


我 们 约定 : 一 个 有 雪线 性 映射 称 为 是 可 北 的 ， 当 且 仅 当 其 逆 
遇 射 存在 并 且 也 是 有 界线 性 映射 ) БП. AEeL(E,F) 称 为 是 可 道 
的 ,如 果 Ae L(F ,E). 

定理 9.1 СЕ, |.) SI (Р, |- |) Ж Banach ZW, WE 
Е х F 是 开 集 ， p:W ЕАС 9, (xos Yo) € W, 

ФС.) = 0, DPC ro Уо) = id, 

则 存在 开 球 
U = {хє Е|||х — x < ao}CE, 
V = {y€ FI|y — y| <^}СЕ, 
使 得 | 

U x V Ci, 

Ух! (ж) V - э ` p(x,e(z)) = 0, 
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tU — V E: CÇ рй, 
Рәх) = — (Dlr rO) Dp lr rx) rE U, 
ШЕВА, іс Ф(х,у) = у — фбх,у), Mi 

Р,Ф(х,у) = —Ю,ф(х,у), 

Р(х,у) = idı — D,p(x,y), 

Bro yo) = yo D PC tas y.) = 0. 


因此 存在 开 球 
U,= {x€ Е | |а — xo < ate 
V e {yE F|]y — x] < 5}, 
使 得 
U, x УС, 


DA xy < 8 < 1, V(xz,y)€ U, x V, 
于 是 
[Ф(х,у') — @(х,у)| 
<f [DDOr sy + Ky — y))|de|y' — y! 
|у — y|, YEYET, 
ER 5, 0 < b =< 5, 0 
V,= {ye F||y — y| < $} 
НУ a,0 < a а, а 
le — zol] < а = | PCr sYa) 一 加 =< (1 — BN 
记 
. U = {xE E||x — nl = a), 
我 们 有 
U x V,CU x VCU, x VCw. 
WA ФИ X V — F 是 CG 上 映射 ,下面 验 证 
PU x FDCF, 
实际 有 
\Ф(х,у) — y! < |Ф(х,у) — Ф(х,у)1 + |Ф(х,у,) 一 Yal 
=< 8ly— yl + (I — 0826, 
< b, Vz€ U, y€ V ,, 


т 05 ч 


根据 定理 8.4( 对 于 X = U, Y= V, Z = 元， 的 情形 )， 由 方程 
Ф(х,0(х)) = rle) vre U, 所 唯一 确定 的 映射 v U — VC F 是 
C 的 并且 
Dele) = (18, — D ,b(x,e(x))) DDCr ,e (ry) 
= —(D.,e(x wD plese (z) }„ С 
下 面 的 定理 是 定理 9.1 的 带 参 变 元 的 形式 。 
定理 9.2 Ш(А,4) 是 上 距离 空间 , (Ell D(F j (|) 是 
Banzch 空间 ; ИСЕ x F 是 开 集 ; фл xW — F 是 连续 映射 
HEELE л, Pls >` ):W — F E C 献身 ,并且 
| Руф:А XW —L(F,F) 
(A,x,y) к> D,p(1,x,y) 
ЕШЫМ. ШЖ LEAC) ЄЮ, {51% 
Q( »ха»Уа) = 0, Руф(,к,у) “= idr, 


则 存在 开 球 
A= {1E Ald(1,1,) < oy, 
U = {x€ E| |e ~ x| < а}, 
V = {xE F||y— y| < ë), 
使 得 
U хус, 


VLE A,z=&€ UNIE V Э + Ф(А,х,0(А4,х)) = 0, 
p: A X U — V RESH, 
Узє AÇ, ):U — V E C B SF, 
Davli) = — (Dipl sw Dp rv A, ry) 
从 定理 9.1 容易 得 到 隐 函 数 定理 ， | 
定理 和 3 } E,F 和 G 是 Banach 空间 ,WCE x F ВА, 
ФИ — G ЖС Bh B, (xy) € W DCroat) = 0, А Diplo 
yi): F — G kal Wi ӨЕ УШ F EJ ЕЁ 
U = {x€ E|lx || = a), 
V = {vE Flly— yl < b], 
使 得 
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хус, 

Yre Uv € V - 35 Ф(х,0(к)) = 0, 

s:U ж УСЕ FE C ЫН], 

Dve (z) = —(Ю„ф{х so D p a pee), 

证 明 。 置 plr, y) = (Dap tos уо)) PCr, y), M p: W -— F 
满足 定理 9.1 的 条 件 。 口 ] 

х ЯЕ, НЕЯ 9.2 可 得 

定理 9.4〈 带 参 变 元 的 隐 函 数 定 理 ) 设 人 4 是 了 距离 空间 ，E,F 
MGE Banach ZA, ИСЕ x F 是 开 集 ， 

b: A X W —Q 是 名 映射 ， 

ФА, ):W — G 是 Cr 映射 (Wie A), 

D,#:A x W —L(F ,G) Æ ORY. 
ЭЖ T 1, € А „(х,у ) 6 W 有 

(la tor y) = 0, 

Dyp Chost ya) АЙ, 


则 在 在 开 球 
A= lle Alda, A = eY, 
U — {r€ Ellx— ril < aY, 
F = {ye F||y— yt < 51, 
使 得 
U x CW, 


Vie ArE U,die(1,r)€ V + Э pro x) = 0, 

s:A XU—V ZC, 

TAEA C - ):U — БЕС, 

Dowd sx) = ~ Суф ух р (А, ))) Deb( a x vt x)). Ü] 

定理 9.5《 隐 函数 对 方程 的 连续 依赖 ) 设 (E, EF: l), (F, 
{+ DRCG, |" |) Ж Banach 22, WOE X F ЕЖ, pi W — 
G ЖС ШЙ}, Crosyo) E W PCr) = 0, 并 有 Dyb tos Y): F— 
G чри. MFE 

Ф Е CCW ,G)CC'(W ,G) ФС 8.7, 
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А .or А А 
rd ee ee ee rh aa 


х, ТЧ U, 
Уа 89 928 F, 
使 得 
хус, 
Ype Myre Ub rE У- 3 + Ф(х,0(ф,х)) = 0, 
s: X U — 是 避 映射 、 
YPE A vy :UV ECRI, 
Dvlp ух) = —(Dyó(r elbar) Dpr. 
证 明 。 我 们 取 
Am {pE C(W ,G)| |o — Фо < nis 
考虑 映射 
B: A Xx W — G 
(ф,х,у}К ф(х,у), 
显然 有 
Ө(Ф,,хо»Уо) == Po ra ya) = Ü, 
DyO po 03 Yo) = Dyp tosya): F — G 可 道 。 
于 是 可 以 对 8 应 用 定理 9.4, O 
定理 .6 (ЛИЕ ЛЕН) 2 EAF Е Bandh 25 |8], U= 
{xE E| 1= 一 如 上 < 8} sf :Do 一 全 F ў С ШЕЙ}, К хь) = Уо, РК): 
E — Е 是 可 逆 线 性 映射 。 则 存在 开 球 
U — (+€ Е|х— | < oCU,, 
V æ {yE F|ly — yl < Pj 
使 得 
1 在 U 上 单一 ， 
Vr U,Df(x) ар, 
YEV, IIED 6 U - э+ Кабу)) y, 
ғу UP C ПЕЙ}, 
Dg O) = (DKD. 
证 明 ， 对 ф(х,у) = f(x) — у НВ 9.3. 《注意 ! 与 
定理 9.3 Pr BJ АНА, ЖЕН < 和 ?正好 交换 了 彼此 的 位 
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=.) L] 

从 定理 9.4 和 9.5 容易 得 到 以 下 两 定理 ， 

定理 97【〈 带 参 变 元 的 北 映 射 定理 ) i 4 是 路 离 空 闻 ，E 和 
F 是 Banach 2218], АЄ Arnt Ey E F, U, = {хе Е |а — nl 
а}, 

f:A x U, — F 是 映射 

ЖА, iU, — F ECHI, Аел, 

D4:A x U,—=L(E,F) 是 中 映射. 

22,0) = Yos 

ЮС мәл): E — F 可逆 。 


WETER PR 
A= [AE Ald, < =), 
U = =€ Ellx — ri = ас, 
И = {ye Fily—yl <}, 
使 得 


YAE А, (А, ):О—> F н — 0, 

Vie А,хє0,0р,.Қа,х) 可 道 ， 

МАЕ АУЕ V,atg(1,y)6€ U - э. ЮА,р(А,у)) = у, 

ПАХУ U 是 映射， 

Yie A,g(1, ):У-> BCRA, 

Dyg(A,y) = (Dfl (1 ,у))уу!, 

定理 $8【《 道 映射 对 原来 映射 的 连续 依赖 ) ШОКЕ, F E 
Banach 空间 ， U,= {x€ Ellx 一 Xo < aats h: U,— F E: С” ph 
BJ, ухо) == Yos Око) 可 道 。 则 存在 

ҺЕ C'(U,,F)CC'(U,, F) PAI C! $$, 

x, КЕК WIR UGU., 

yo 的 球形 邻 城下 ， 
使 得 

fe A 在 U 上 是 单一 的 ， 

Vfe A x€ UDICE) HJ, 
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VJE .y.ye V,B31g(J,y)€ U + > Gay) => yo 
р X V — U 是 中 映射 

Vic y (I, J):V 一 UU 是 CC 映射 ， 

Бур(},у) = (DG YDI 


[1 


第 七 章 ” 双 曲线 性 映射 
$1 Banach 空间 的 直 和 分 解 


定义 11 (Е, |) Æ Banach 2], ECE M ECE Æ 
E 的 闲 线 性 于 空间 ， 如 果 任意 的 хє E 可 唯一 地 表示 为 
x x, rs TE КЁ, nE Es 
ШЖК E R E, ft E, 的 直 和 , 记 为 
Е 一 Е,ФЕ,, 
在 上 还 关于 直 和 的 定义 中 ， 我 们 强调 E, 和 Е, 须 是 五 的 闭 线 
性 子 空 间 ,其 缘由 略 见于 下 面 的 命题 . 
命题 1.2 设 (E, Ë` 12 基 Banach 3R], ECE 和 和 ECE 是 
ЕЗЕН). ЕЕ, х Е, KITASA й 
| 区 zs 加 一 max( ||, lls iral}. 
容易 验证 (Е, X Ej, D 0) 是 一 个 Banach 空间 。 如 果 任 意 的 
#<e 卫 可 以 唯一 好 表示 为 
x= r, + r;, r É Es’ nE Ep 


则 以下 映射 
S: E, x E,— Е 


(z, r; ) — z, + x; | 
ETRE 5 — ОЕ Н У Ж— 1-1%), 
ПЕНЯ. 58—718. bA — ВОВЕ Я, FE, ЕН Banach ЖЛЕ 
EE (1151, ЖШ, 定理 4.1), RAA S: E, x E, > E R-— 
Лажа, 0 


52 ЖАРЕ it 


ХВЕ 0 THANK WAA mk ЯНАО ЕЙ 
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线性 陕 射 。 重 确切 地 ,我 们 育 以 下 定义 。 

定 尽 21 (Е, ||: 1) Е Вапа 211, 4: E— E 是 可 道 级 
性 上 映射。 如 蛙 琴 可 以 分 解 为 关于 4 不 变 的 闭 线 性 子 空间 E E 
的 直 和 和 ， 

| Е = ЕФЕ, AE" = E“, АЕ == Е, 
并 且 存 在 常数 Co, С, > 0 04 < 1, E 
П.А 22 С.А, Vret E", = 1,2,5. (2.1) 
{ А®%х,|| = С.д, |, Yr Е.А = 1,2,6, (2.2) 
ЛИ ЯВНА ВЕ 91, БЕК Ez 为 4 的 扩张 于 空间 ，E' 鸭 4 的 
WTEM. 

注 记 2&2 LERENG, mir E" = 10) RE E = {0} 的 
BERERE Ay kT TZARE T 25 |н] 27 BEA AA. 
而 相应 的 另 一 子 空间 为 全 空间 E, | 

命题 23 KERER 4 6J tak SP At Енев 
H. 

证 明 。 ЖЕ (2.1) 41 (2.2) 中; DA (Ara = 470, 
CA jx = Ак, 代替 z, 和 x, 可 得 : 

А < СГА, Yes E E", = 1,2,-+-, (23) 
4, 22 СА, Yr E E sk == 1.2, (2,4) 
= 

注 记 24 关于 4 的 双 曲 性 条 件 《2.17:， (2.2) 可 以 全 之 以 : 

1475. =< СА, Ух„є Ek = 1,2,--- , QAY 
latei = СА, Wr E Ek = 1,2, (2.27 
Ek EIE (2.1) #0 (2.2) 成 立 , 则 (2.1) ЯП (2.2)' 对 于 


1 
ÜC = ma (2, ca} 
成 立 、 反 过 来 ,如 果 《2.17 51 (2.2), 成 立 ， 那么 《2.1) Я1 (2.2) 对 
于 


С, = - 


1 
С? G, С, 
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Юз. а П 换 成 男 一 与 之 等 价 的 序数 |- 1, 那么 类 似 于 
(2.1) Яп (2.2) 的 英 系 式 仍 然 威 立 ， 不 过 常数 C 和 C, 可 能 要 和 更换 
成 另外 的 《: 和 C2。 这 就 是 说 ,一 个 线性 映射 徇 双 曲 性 ; 不 会 因 等 
价 的 范 数 的 更 埠 而 改变 。 以 下 将 证 明 : 我 们 总 可 以 选择 适当 的 等 
价 范 数 使 C, = C; = Í, 
$ 2.5 jg (E, l- ||) Z Banach 2], А; E — E Je uj wa Ж 
Е ЯУ, ВНЕ ЕВА HRA Sy P ВНА Е. 存在 关于 4 不 
ЖЕНУ 
Е = Е" ФЕ, AE" = E“, АЕ’ = Е°, 
ы |+ 等 价 的 范 数 [-], 使 得 
LAT == (ЛЕУ | < 1, JAL КАЕР <1, 
ШЕВА. 必要 性 ， 取 1 满足 
тах{ Az lA =S 1 <= I, 
则 有 
|A tru] = [Artea] А, |, 
Yra E E", = 1,2,***g 
\|4*х,| = |А}х,| А4, |, 
Yr, E Et k = 1,2,- = >" 
ЖЭ, ТЕШЕ ҖЕНЕ, nj Ek 
Ца == max{ ||х„||„]!х‚!}, 
Wx = x, + rtra E EX E Е. 
由 注 记 2.4 可 知 ， 存 在 C>0 和 10<4 < 一 1， 使 得 
П СА, Уе Е = 1,2,1, 
[46,1| =< САК, Yre Е, = 1,2,-.- 
Д РЕМ 充分 大 ,使 得 
СА? = 1, 
我 们 定义 范 数 1: 如下: 


|а. = Б} ял», 


1 = 
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p= 1 
|а 一 >] WAER P 


і = 0 
\х{ 一 тах{|х„| slx,1}, 
这 里 r= x, + z, zr € E", nE E EPRS 
heh = hral -- hed = el ИРЕНЕ 
|z | =< fel + fel 


<(1+ с 5 а) Cleat + he) Вай 


"1 


(в —2(1+с 512) >а). 


. imt 
这 说 明 5 il x 
[Aral == У) ШИ) == ЕА + 14° „|| 一 EA) 
j=j 


< |х„| + САР Ца 1 一 ze 
= 1х„| 一 《1 Сағ) 1х) 


< jed Е н 


-(1- 1—00) ЕА 


=== ТЕА ‚ Vr,€ E”, 


这 里 

0 = p] 一 += © < 1, 
我 们 证 明了 : 

Ar | = KAIEN] < =< 1. 
FIRE T LIER 


|141 = (A E Sa < 1.1 
命题 2.6 (FEE E= 和 E 的 特征 ) a ENRERE, 
E = Е"ФЕ' 是 相应 的 不 变 了 于 空间 的 分 解 , 则 有 : 
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(1) хє E" => бт |40 = 0, 
rE ЕБ“ => lm |а = Ü; 
Gi) хє EN\{0} = Шт |4] = +оо, 
x € ENO} 一 > fim lA ez = 十 oj; 
(ан) x é E" ==> lim A*r | = +, 
х@Е' => im [4% = 十 co 
(iv) E" = {x€ ElimA tx = 0}={хє ЕПА) 有 界 }， 
Е' = {x€ E | lim Atx = 0} == (x€ E| {JA АЗ}; 
(v) Yre E\{0} ,或 者 有 Hm |47 = +оо, 
或 者 有 Jim | 4*х]| 一 +оо, 


证 明 . 
(1) 由 (2.2), 02.3) MA. 
Gi) 由 (2.1),C2.4) BD, | 
(їн) 如 果 z — <, + <, é Es, А x,€ E^\{0}， 因 而 
Па > | 47%х,| — A — + oo (& — Боо), 
Gv) 出 G) RI (ш) 即 得 
(v) HH Gi) f (ш) 即 得 . 0 
推论 27 ахин 81, WJ 

r€ E,x че 0,16 С, la| == 1 => dr 2 lr, 


特别 地 ，4 的 唯一 不 动 点 是 x == 0. 


证 明 ， 否 则 将 有 x = 0, 使 得 
П = 1, VK € Z, 


这 与 命题 2.6 的 (v) Ла. D 


53 双 曲 线性 映射 的 执 动 


本 节 证 月 ， 线 性 映射 的 双 曲 性 经 过 小 扰动 之 后 不 至 于 被 破 
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二， 先 作 一 些 必 要 的 准备 . 
流下 ,以 KE, ,F)CL(E, F) AN L(E, Р) Huj g ek ТЕШЕ 
的 集会 . 关于 实数 的 下 述 公式 是 显然 的 : 对 于 a, s€ R, a), 
а | < 1, 我们 有 | 
Ca +s) = [a ' (1 H as] (а) а" 
= У (VaT а, 


т=й 


对 于 可 道 线性 映射 记 有 关羽 的 公式 。 
BIW 31 设 E 和 FF 是 Banach 228], AC IE, F), SELCE, 
F), HE 
|s| < тА. 
MW]A ЗЕТЕ, РУ, ЗЕН. 


(а + 58у = У) (=I YASAY 
= 5 (SIATS YAT, 
因而 有 


Са + 5977] < 


— 1 __ 
Га 15) 


IA t бу а ТАЦ. ар 


la 181 1—141si 
ПЕНА. A [ACIS] < 1 яГА РАЈ ЖЖ тА 9, 8. 


而 
= у Ca SYA E LF,E). 
容易 验证 
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(A+ 5)Т = AT + ST 
= D (1Y (SATY + 21 Сау 
一 idp, 


同样 可 证 
ТОЯ + 5) = idz, 
Bü T (4 + S>”, нт 508: 


=) _ | 1 
T| < Уу) 14-90547) < ————— 


_ ы _ ах: AIS 
T — A` = 475.4 у < Asi g 
| |< > Га 15] 


5303.2 上 者 的 引 理 告诉 我 们 CE, FÆLE, Р) 中 的 开 
Ж. 没 i 1(E,F) 一 L(tF ,E》 表 示 求 逆 映 射 的 运算 ， 即 CA)= 
A. RENE 3.1 的 最 后 一 个 论断 表明 i 是 一 个 连续 上 映射， 下面， 
我 们 进一步 断定 让 是 可 微分 的 。 为 此 ， 仍然 可 以 从 实数 情形 得 到 


一 些 启 发 ， 设 i:R\{0} — R 表示 求 倒数 的 运算 , 即 i) 一 ‚А 
(ж) 一 +, 因而 DEA) = P (x) = -4 一 —x hx, 
引 理 3.3 її: (E,F)—>I(F,E)CL(F,E) 可 微分 ,其 
微分 为 
(Di) S = ATSA, 
证 明 。 由 引 理 3.1, 4 |5] 充分 小 时 应 有 
Ка +5) = Ў Сават 
= (4) — ASA" + 5 (IYAT (SAY, 
і = 2 
于 是 ,对 于 ISi < үл, RIE 
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|C A + S) — (A) — снг 
< мев «ТАРЕ. 
< 2|1A™ ba EA A 
因而 
(D:),$S = —A“'sA” [О 
命题 34 (E, | ` 1) 是 Banach 25 ü] ,2 3 88 27 128 tE + 
空间 E, 和 EE; 的 直 积 
E = EE, 
如 果 BE LLE,E) 分 块 表示 为 
в 一 [8 Ва, Е,ФЕ, -> Е,ФЕ;, 
В, By 
其 中 B. aw, HA ВС. а 1,2) WE 
тах [BT {s| Bul} < 1, 
max{ | Bal ?| 五 a | < 8, 
这 里 
Оа 1, 0 < š < пуп — А, А7 — 1), 
则 存在 Pe L(E,,E,), WE 


Gi) P| < # = + в <1, 
471— є 


Gi) 上 的 图 象 F, = (id, PECE WB A3E, 
Gü) ЇВЕ 22 (47 — 5)Е vse Fi, 
这 里 I 定义 如 下 : 
lnl 一 maxi 19.1, lmt}. 
Ya = Бэр mE Emé En 
ИЕВН. FRA 8 的 分 量 表示 
| 一 Ваё + Bn 
m = Вдё, + Bt, 
要 能 F, — (2, РЕ, H BERE, ЯТ š; = РЕ, 应 有 T: "= Рз. 
Ri: 
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人 = (Bu + В.Р), 
Px, = (Bx + BaP 3š,, 
由 此 可 得 
Рт = (B, + ВРВ. + В.Р) i VmE Eis 
即 
P = (Bx + BaP) B. + ВР), 
对 于 5Є1(Е,,Е,), |5| 所 1， 我 们 有 
1851 S [Bal] < s< 2 < |ва. 
于 是 В, + B.S W) 2, 3⁄ R. 


: _ 1 1 
u + 1 1 一 一 一 一 一 = 一 -一 一 一。 31 
(Bu + Bos) S Bil BT 55 (0 


引信 记号 

LCE, E) = {SE L(E,,E,)| | 5! < 1}, 

我 们 定义 映射 F LLE E) > L(E,,E;) WF: 
S (S) = (Bu + BaS Bua + B.S), 


因为 
IZO < E= r < 1, (3.2) 
ЫЕ ЕН 
S L.(E,,E,) — LCE E2). 
又 因为 


(DT JT = B;T(Bu + BSD” 
— (Bat BaS But BA) B oGT(Ba + Bus) 
= (Ba — F (S)B.,)T(B, + Bos), 
(DFO) =< (1831 + IFS Ba DEn + Basy] 
< 


À + Е 
A E 


“ai, 


WA F :1.(Е,, ED — LCE, ED) EEEH, НЕ — 5) sz 
Pe LE。 了 满足 
G) |P| = | (P)I < z< 1 (8 (3.2)), 
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{у ВЕ, = Bid , PE C (iq. P )E, — Е,, 
对 任意 O, Py)€ Р,, ЯН 
х= (В, + В.Р) y € Е,, 
就 有 
(68. + В.Р)х = y, 
(Ba + ВьР)х = (Ba + BaP X Ba + В.Р) y = Ру, 
В) 
В(х,Рх) == (у,Ру), 
这 证 明了 
Сп)" F,C B F.,. 
KAF E m (Eai) = E PEDE Е, 我们 有 
[8.1 = [PR] < lii (5, 
于 是 
ЦЕ = max{ |g, | Ep == (611, 
因而 ;对 于 E = Cë) = (E PEDE F, A 
Сін) ЦЕ, = |5, | 
一 |(Bu + В.Р) (B, + BuP)s,| 
= |(B. + B.P)” (В, + ВРЕ] 


1 
<= — (B. + BaP El 


一 ——IBsl. 口 
— 8 


定理 3.5 设 (E,| - |) 是 Banach 空间 A€ L(E, Е) ÆR 
ШЕЕ Н, MU Be L(E,E) 与 了 充分 接近 时 ( 即 18 一 A| 充分 
小 时 ), 吾 也 是 双 曲 线性 映射 ， 因 而 双 曲 线性 映射 的 党 合 H(E)C 
L(E,E 是 LCE,E) 中 的 开 集 . 

证 有 明 , 设 EE 关于 双 曲 线 姓 鼎 射 4 的 闭 不 变 子 空间 分 解 为 

Ë = EIDE, 

并 设 对 于 范 数 1*! 有 

全 | = mas{ |£ | ,]Е,]}, YE — E, + Ei, E, € Е,, sy € Е, 


. 110 = 


IARI 一 (ALED < r < 1, 
42| = |КА|Е,)| =< z < i, 
Hu £ 这 0 充分 小 ,使 得 
++ 2Е — 1, 
та 
l =f + Б. 
MUS 
А+ s =+ + 2841, 


А — Е == 一 Е 


т + Е 
sloe teen 1-82 
т + є т + Е 
考察 充分 接近 了 寺 4 的 ВЄІ(Е,К), 
IB— A| <s, |В— А «8, 
W ВЯ BUEDE: — EDE, 的 分 块 表示 为 
_ B, B's -= — bŠ, В, 
, к |， А а. 
只 要 BB 充 分 接近 于 4, 就 应 有 | 
18 — AR| < 8, (Bol < є, 
В| <s, |В„— An) =< 6, 
于 是 
тах{ |Ви|,|В]} < r+ 86 = 1<1, 
max{]| Bals! Bx |) < E. 
同样 , 当 吾 充分 接近 于 4 时 还 应 有 
18. — 401 < elul <a, 
|n| < 8, | Ê — An) <, 
因而 
max [8,1,1 Êl jer +e = 1 < 1, 
maxi 18,,1,1В |} < e. 
外 命题 3.4 可 知 , 存 在 P e L(E,,E,),Q € L(E,,E,) 满足 
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(D 121 <в<1,101<а<1, 
(ü) F. == (id, PE, 和 F,— (Q,id) E: 都 对 B 不 变 , JEE. 
IBz| > (a — в)|Е|, Vš e Е, 
|B t| 2 (a — ejl ,Vn Fa 
后 一 不 等 式 可 改写 为 


lEn] < 1 


At — e 


lnis МЄ Fa 


F, = (id, P )E, 和 F,= (Q,id)E, ЕЕ HEETE M, 
因而 也 都 是 闭 子 空间 。 下 面 ,我 们 来 证 明 Е — FOF 

对 任意 xw x + x€ E, m € E,, z€ EI 我 们 求 Y€ E, 和 
s€ E, EA 

r = (y + Py) + (Qz + х) = (y + 0z) + (Py + z). 
投影 到 两 子 空间 E, 和 E, 上 得 


z, =y + Оз, 
(ха = Pv + z 
或 者 
y = — Üs + xiy 
l. = — Ру + x. 
记 


F (y,z) = — Qz -+ ris 

F (y,s) = —Py + х1, 

S (y, z)— F (y,z) + ИУ Xy z). 
容易 验证 ; S : E DE, — EDE, RE— TH ШЕЕ. EST ТЕНЕ 
一 的 (y ,xz)€ Е.ФЕ,, 使 得 | 

И = — Оз 十 its 
z == — Ру + х, 
Rp | 
r == x, + xr, = (y + Ру) + (z + Ош), 
这 证 明了 
Е = FFn O 
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54 双 阴 线性 联 射 的 谱 


ДЕЕ E 一 He 的 特殊 情形 ， 这 时 我 们 可 以 用 钱 性 映射 的 特 
征 值 的 状况 来 描述 其 双 曲 性 ， 

定理 41 SEDE R |D SR 8 А: R" К" 为 双 曲 线性 映射 ， 
必须 而 县 只 须 .4 的 任何 特征 值 А 都 不 落 在 复 平 面 的 单位 饥 周 上 ， 
PU |5] = 1, 

ПЕНЯ. 必要 人 性， 网 推论 2.7， | 

ЗБЕ. ЖНГ ЕНЕН 4; В” — Ке Г ЕЛЕЙ Е СТЕ В 
EARE. IER e> 04, 可 以 选择 R” 的 适当 基底 ， 使 得 4 表示 
为 如 下 的 分 块 方 阵 形式 


a= [4-0 0 ]， 


0 Ae) 
这 里 
Bi(e) 
400-1 0 “O 0 
| Cate) * 
Ві(ғ) 
Ов; 
asol 0 “QO 0 
се) ), 
2; 0 
В; Се) = E A ‚ б< 141 < 1, 
() | & а, 


* ІЗ =. 


一 ses s: 


=, Ë; 0 


一 六 G; 
Е £ 0 w F 
Сб) =] o = — B; а 
в 0 о pi 
Ü 0 Е —B; а, ы 
О=< 9% + 6 < 1, 


Ё, 0) 


ву) = р. hilal >l 
вош 
y, FB Ü 
— ő Y; 
0 Y; ñ; 
С? (е) 一 


Ü Ë — 8; Yı 
E 0 Yi ĝ; 
| () Ü в —á T; з 
i+ 01, 
相应 于 4 的 这 一 分 解 , 有 R” 的 直 和 分 解 
R” 一 E_E,, | 
А\Е_ = A (s), A| E, = 4,(5). 
Ше etts en 是 我 们 选 定 的 基底 。 在 В” 中 可 以 引入 内 积 《*，*》 
满 定 
(егеу = ён, 一 1 2 人 
对 于 由 这 内 积 引 出 的 范 数 站 ,有 
СОВ — ma Аа, Майк 1, 
只 要 我 们 事先 选择 8 充分 小 ,就 有 
П Се) < 1, 
ААН „КЖ ç 充分 小 就 有 
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[А С) =< 1, Ë] 

对 于 一 般 Banach ZARR ЖЕШ ВОЗ HPE, 45 A Эв (QL AS 21 
划 。 不 过 这 时 要 用 算 子 的 谱 的 概念 “代替 有 限 维 空间 中 的 算 子 的 
HIE. 

我 们 约定 以 记号 代替 线性 空间 的 恒 同 算 子 ( 恒 同 映射 )。 于 
是 ,线性 算 予 4: Cr -> С" 的 特征 值 ， 就 是 使 得 41 一 4 不 可 道 的 
复数 26 C。 对 于 一 般 的 Banach 空间 ,我 们 有 以 下 定义 。 

定义 4.2 WE,- 1) 是 Banach 空间 ，4e L(E,E),z € С, 
如 果 17 一 4 具有 有 界 的 逆 算 子 : (Аг 一 Aye LC(E，E)， 则 称 
1 为 4 的 正则 点 。 不 是 正则 点 的 1e C 称 为 是 4 的 谱 点 。 4 的 全 
体 正则 点 的 集合 记 为 A) ARBARA оС). MRA 
old) = CNo( A), | 

124.3 可 以 证 明 有 界线 性 算 子 AELE, E) BJ И Ж ol 4) 
是 中 的 非 空 紧 致 集 . | 

依据 Banach 空间 的 线性 算 子 的 谱 理 论 , 可 以 证 明 以 下 关于 双 
曲 性 的 等 价 条件 ， 

定理 44 设 ( 互 ， |: 10) 是 Banach 空间 ， 要 使 可 逆 线 性 映射 
AEL(E,E) 为 双 曲 线性 映射 ,必须 而 且 只 贫 它 的 谱 集 aol(4)》 与 复 
平面 的 单位 回 周 不 相交 , M: DNS 一 @, 《人 参看 [161， 第 十 
一 章 , 第 148 节 , 分 解 定 更 ，)》 
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EJE Hartman 定理 
$1 双 曲 线性 映射 的 Lipschitz 小 扰动 


Pugh™ 给 出 了 Hartman 定理 的 一 个 话 遂 分 析 式 的 证 明 。 他 
的 证 明 的 核心 部 分 即 本 节 的 定理 1.z。 我 们 先 引 人 一 些 记 汪 。 

iz CEID 和 《| |) Ж Banach 空间 。 我 们 记 

Ci(E,F) = (FECE, F) suplie) < +o}. 
它 按照 范 数 
Н = supi fC) | 

成 为 一 个 Banach 空间 ， 对 于 F = F 的 特殊 情形 ， 我 们 就 简单 地 
记 СЕСЕ) = CECE ,EF). 

EL Fi (五 省 "人 是 Banach 空间 ，4: Е» Е ВНЕ 
H, 于 是 记分 解 为 关于 4 不 变 的 闭 线 性 子 空 何 的 直 和 

E = EDE” (1.1) 
afis 
lA ==[[СА|Е S r ДА = AEDT < r = 1, (1.2) 
和 
ае!) = maxt leh Ја.» 
Wx = x, + fest, Е, z € Б", 

注 记 1.1 相应 于 五 的 直 和 分 解 (1.1), 我 们 有 投影 算 子 p, € 

ІХЕ,Е') 和 pr Є1(Е,Е*), 其 定义 为 : 
Р.Х == х,у рил = хь, 
Yr = x, + x, xz E Е',х„Е Е", 
TEAMET EDE, CICE) 也 分 解 成 直 和 : 
CECE) == СЕСЕ, Е')ОС (E, E"), 
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яа. Fh pe Hi с 


其 分 解 方 式 为 
IG) 一 pA Ex) + р} бе) = f(x) + С), 
EM 1.2 (Pugh) iF p,p ECICE) 满足 
ї4їр(ф),Ї14р(ф) < min{1 — r Aih 
ДИЕТЕ — HI ЕСЕСЕ), E 
h = id + n: E — E 
是 同 胚 ,并 且 
й°(А + p) = (4 + ф)°А, (1.3) 
(AmA + p 5A + p FHH.) 
ШЕВА. 方程 (1.3) 可 以 改写 成 
Cid + njo + р) = (4 + poid + л), 
A + p + no( d + p) = 4 + Aon + polid + n), 
nA p) = Aon + фо(4-+ n) — p. (1.4) 
将 (1.4) 投影 到 子 空间 E 和 E“ 上 ,我 们 得 到 
OLA + e) = Aen + фо(14 + n) — Ps (1.4), 
MaA + p) = А.о + ф,°(14 + n) — Pue (1.4), 
Е REES, AT x= r, + r x € E x. € Е", WA 
Ах = Ах, + Axa, Az € Е, Ax, € EF, 
因而 Ar 在 Е' ЯП E“ 上 的 投影 分 别 为 Ax, = Ax, W Axu SA uty, 
因为 Lip Cep) < |4717", iE Lipschitz WAI EE Сп 
ж ,推论 7.5), 4 + p ETERN, ЖИЙ (A + p)” 也 是 Lipschitz 
ЮН}, X. A. = A] E, 是 可 道 线 性 映射 ,因而 1.40, RM (1.4), 可 
分 别 改 写成 
m 一 Am (A+) + pida tp) PAT! (1.5), 
m = A; ne + Palid + n) — фи). (1.5), 
2 ЯНЕ (1.5 ), ЖД (1.55, ВА 1020 S (m) lZ ,(m), 并 记 
F (a) = F AN + 27,09), 
ШУ 定义 了 一 个 上 映射 
TCE) — CHE), 
RITE НА, ОШЕН ЖЕ ЕШ. Шз ГД 
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27.03) 2 СО < (т + Lipf lla — Eil» 
[Ж AEN =< r(1 + Lip($ Dlls — 61, 
LF (a) — FE + Lie())l]n — Ell 
0 =+ + Lipp) < 1, 
Bi: s АО ре CCE), 使 得 


(id + aA + p) = (£ + pid +a). (1.6) 
SER p ЖП Ф Mbi. TAF ЕНЕ ВУ £ e CCE), E 
(id + ¿XA + $) = (£ + pd + &) (1.7) 


HI (1.6) # (1.7) 可 得 
Cid + oad + nX A + p) = (А + Pid + gd -+ n), 
ПП 
Cid + ta + y) = id + n + ¿(d + n) = а + š, 
这 里 
£ = з + 5010 + y) ECCE), 
容易 看 出 ,方程 | 
(id + EXA ф) = (4 + pid +E) 

ЕЩЕ £ € CË (E) ole Е 一 0， 所 以 有 

(id + Xid + з) = iq. 
同样 可 证 

(id + n)Xid + Z) == id. 
这 证 上 最 了 = id + q: E — E 0—71) А, Tm (1.6) 可 以 写成 

ho( A + p)= (4 + Ф) O 
注 记 1 二 3 我们 强调 指出 : 方程 (1.3) 的 解 一 般 并 不 叭 一, H 
是 在 ñ= d s, ДЄ СЕСЕ), 这样 的 范围 内 才 是 了 唯一 的 。 例如 
对 于 pp 一 由 一 0 的 情形 ,除了 解 id -+ OCO é CP(E)) 而 外 ， 还 有 
各 CEN), | 
注 记 1.4 在 定理 1.2 ШЕНИН НТ yE S BS S (x) 实际 上 依赖 于 

ФЯ Фф | 

S (m) = F C pipin). 
如 果 把 277 视 为 连续 映射 
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S.A XA ХОСЕ) ж СОСЕ), 

这 里 

А = {фє С?(Е) |14р(ф) < пип{т — 1,1474), 
WFR RTE ДЕЯН. НАЗРЕТ 8.3, < 的 
ШЕКА 1 РЕТ ФЛП Фф: 

0] — Tips. 

只 要 了 了 和 更 按 CECE) 的 范 数 充分 小 ,可 以 使 得 5 一 ту. #ë CECE) 
的 范 数 充分 小 ,也 就 是 说 可 以 使 一 id 十 5 任意 接近 于 id, 


§2 Hartman 线性 化 定理 


引 理 4&1 i (E.D 5 Banach 空间 ， 
о: V = {x € E ||] r} E 
是 有 界 Lipschitz 映射 , 则 在 在 有 界 Lipschitz 映射 p: E — E 满足 
Gi) |F = o; 
《ii) supll pC) l = supl (971: 


Gü) Liplp) < 2LipCa), 


ПЕНЯ. 我 们 置 
TICF JEF = rs 
qp (x) = m Fx IIB == 
27). | | == TF, 


显然 ?满足 G) 和 (it)， 下 面 我 们 来 验证 Gi). EA r€ E, 
妨 设 а < zl， 分 三 种 情形 加 以 讨论 ， 
情形 1。1z 0 < r. 
loce) - — (а) < Lipo) — zll. 
HE2 el < > < Tel 


АЛТ 


< Liplo) (5 — 


о) 0) м 


|e- 页 
= jz — r < fel — z" = le 1, 
leple 一 pod) = 2Lip(e )||z” — zli. 
情形 3. í < |] < zl. RERA: 


rz || 
| T 
на у' — ра, y == ГАТ Т 则 由 情形 2 可 得 
pO) 一 pO) < 214р(о) |у" — yl, 
但 
"} = (у) = ¿o r= = х' 
POD = =(у') = o (E) ее), 
— [ty rN 
ro = e T) © "о. 
因而 


TEO 


ТЛ T7 ТТ 
S 214лр()|\х' — xl O 
51 2.2 i (E, PID Æ Banach 25а], UZE ООЛ E, 
0є0, FECU, E) И ожар СВ 0) = 0), 4 — DI(0), 
则 存在 0 点 的 开 邻 域 了 CU 和 p < CI ( E) = 
(1) plV = (f — AF; 
(ñ) Lip) < в, 
这 里 5 是 任意 事先 给 定 的 正 数 ， 
IERA. Bor 之 0 充分 小 ,使 得 jj =< + F+ 


BG) — Ах] < 1, |р ку — A| < E, 


lels) 一 p| = 214р(о) 


记 
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V = [z€ Bllx| < r, o (0 ADF, 
Wo: V — E ЖЖ Ш.Н. 
[Dol] = ПО Со) — А|| < т Мх € P, 


于 是 
lol) 一 oo < (È IDole + (e — lde) |= — =l 


=< > |т'— <Ë, Yr’ rE V, 


因而 
， Е 
Lip( o) < 2 


由 引 理 2.1, FE p€ CP (E) 满足 

G) ф|ў ои = (f — A)|V, 

(ñ) Liple) < 214р(о) < s. D] 

定义 2.3 }Ж(Е,[|+ l) E Banach ZH, U EE pR, 260, 
fE CU, E) 以 a у (В (а) = a), WMR 4 = Оа) 是 双 
曲线 性 映射 , 则 称 a 26 f 的 双 曲 不 动 点 . 

注 记 2.4 如 果 < 是 的 双 明 不 动 点 ， 那 么 根据 道 映 射 定理 ， 
f 在 a 点 邻近 是 局 部 微分 同 王 ， 

注 记 25 在 涉及 不 动 点 。 的 讨论 中 ,必要 时 以 大 rz 十 9 一 8 
代替 f(x) , 我 们 可 以 限于 讨论 a = 0 的 情形 . 

定理 2.6 (Hartman 线性 化 定理 ) В (Е, 1:1) 是 Banach 
空间 ，UCE BJ ESE, 060, ECHU, E) U 0 ARHARJA, 
记 4 = DICO) MEE 0 AI V АК A E 一 E, 848 

Abo V = Ао |У, 


Блато тає ЕДЙ 
证 明 ， 相 应 于 双 曲 线性 映射 4 一 D1(0)。 有 EE 的 直 和 和 分解 
E 一 ЕФЕ", AF: <= Е', AE" = E“, 

必要 时 换 以 等 价 的 范 数 , 可 设 
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А ` Y rr e Hr расна АААЙ HL e a a pp ri алг. рар. и А а. “Ur АСО чка чыйры а чт. 1-4 А n А 


[|z || = maxi læ, talei} 
Wr =m z, T z. x E E, x, € E"; 
lAl = KA ED < r < 1, 
lAn ПСЕ «т < 1, 
取 日 满 尾 
0 = в «2 minji — r jalh 
对 这 样 的 8， 存 在 0 点 的 开 邻 域 了 7 和 有 界 的 Lipschitz 映射 ФЕ 
CICE), WS 
G) ФИ (F — A)l|7, 
(1) 14р(ф) < в, 
对 于 中 一 0 的 情形 利用 定理 1.2， 我 们 得 到 : FERE л = rd 十 
7:E >E, 8 | 
hotA + g) = Aoh, 
限制 到 7 上 即 得 到 
АДУ = Фо, Dl 
注 记 27 上 上述 定理 中 的 上 应 抬 了 的 不 动 点 0 БЕК 4 的 唯一 
不 动 点 0。 因 而 ACO) 一 0. 


53 双 曲 不 动 扩 的 局 部 稳定 性 


引 理 3.1 (Е, 1-1) 是 Banach 21], A € L(E , E ) ÆR BH 
Hkt, Mig — AE 一 EE 是 可 逆 线 性 映射 (按照 我 们 的 约定 ， 
这 就 是 说 i2 一 A#EL(E,E) PAX). 

证 明 , іх ЕТ 4 的 闭 不 变 子 空间 分 解 为 

E m EEE'E’, AE) = Е!, АЕ? = E’, 
并 设 
|10 = тах {1,1 Й 
Мх = x, + хл Е!,х,Є E’, ` 
| А = KAEN < r < 1, 
Jaz = AED «т<, 
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我 们 来 证 弓 对 任意 YEE， 方 程 
| r — х = y (3.1) 
ЖШ—}#хєЕ, WER -REA ЯГА Banach УЙЕ 射 定 
理 ([15]， 第 II E, ER 4.1) 就 保证 了 中 一 4 在 LE， Е) жн 
将 方程 (3.1) БЕ ЕА 上 得 到 


{= = Ах, + Yo’ (31), 
x; = Фук F У, (3.1), 
AATA HES A | 
| == Ar + Yis (3.2), 
z; = A; EX — У). (3.2), 


38 (3.2), ЖП (3.2), {бтлу ЯП Ж Ф,(ж) RI Aa, JE B ES 
Px) = Bir) TT Pr). 

容易 看 出 D: E — E REREH, АПАЕ Є Е, 
AEDE GCG DRG. O | 

Нарм САГ 298, XERA D TFE 
理 . 

定理 3.2 (Е, |1.) 58 Banach 空间 ，UCE ÆRE, Q € U 
Ef ECU, Е) 的 双 曲 不 动 点 。 则 存在 0 点 的 开 邻 域 WCU 和 
ВУС 邻 域 ФО, 使 得 任意 gE 2/ 在 WW 中 有 了 唯一 不 动 点 ce， 并 
Неј g 的 涉 曲 不 动 点 ， 

WHA 我们 知道 , 双 曲 不 动 点 的 集合 H(E) 是 L(E, E) 中 
的 开 集 。 因 为 4 = DOE HCE)， 所 以 在 在 5 > 0, 使 得 

B aL(E,E),|]|B — A| < 28==> B e H(E). 
H DJ 的 连 绕 广 可 知 ,存在 = > 0, EE 
a < ш==> Df) — All < š, 
于 是 ,只 要 ljg 一 州 c < 383， 就 有 | 
П] = «= ре ts) — A|| < 25, 

IF = id — j, W DF(0) = id — DICO) = id — 4 Жап 

线性 映射 ， 负 第 六 章 定理 9.8 可 知 , 存 在 
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W = {x€ Ellxl < g} (0 < # < e), 
V = {ye El|lyll=< y) (y > 0) 
和 
Ф/ = {G ECU, E) 1С — Fhe < 81 (0 < g < 8), 
使 得 : | 
УСє 27,y€ V,31z 6 W Э + Gey, 
16 | 
F = {ЕСО Е) |z — е < в}, 
因为 8ES WJ G = id — g€ 2Z ， 所 以 存在 唯一 的 <E W， 使 得 
С(с) = c —g(c)= 0, W (с) с. XAK l|Dg(c)— 41-26, 
De(e)€ HCE), 所 以 < 是 # 的 双 曲 不 动 点 ， 口 
引 理 33 设 46LE,E) 是 双 曲 线性 映射 , 则 存在 s > 0, 使 
得 : Be L(E,E), 1 一 4 和 es 之 日 与 4 在 0 点 分 近 局 部 拓扑 
3%, 
证 表 。 我 们 沿用 S 1 中 基于 记号 的 约定 ,到 s 满足 


0 一 = 一 > miaf] — r, lah 


对 于 BEL(E,E), |B — A < s, 8 
(BAXA, helal, 


ф(х) = _ ЕЛ 
(в A) [Tiy zl > 1, 


类 似 于 引 理 2.1 中 的 做 法 可 以 验证 
q ECKE), Lip) < 248 — Al| < 28, 

对 于 由 一 0 的 情形 应 用 定理 12， 可 知 4 + ру РЫН. A 
вул ож ЛЬ. 

定理 3.4( 双 曲 不 动 点 的 局 部 结构 稳定 性 ) Ü E B. Banach 空 
R], UCE 是 开 集 ，0 EU 是 fe CYU E) 的 双 曲 不 动 点 。 则 在 
0 点 郎 近 局 部 结构 稳定 , 邯 ， 只 要 5 在 C! 意义 下 充分 接近 于 1, z 
在 0 点 邻近 就 有 唯一 的 双 曲 不 动 点 <， 并 且 # 限制 于 ¢ 点 附近 与 
f 限制 于 9 AANER thE. 
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ШЕЙН. 由 定理 3.2， 只 要 ЕЕС 意义 下 充分 接近 于 F, £ 在 
0 点 邻近 就 有 唯一 不 动 点 e, ЗЕН. c 是 & 的 双 昌 不 动 点 。 记 
Bx) = gtx + c) — с.В — Ребе) = DECO), 
则 在 0 дт, РАФ Ж 


8 一 一 B， 
let, 
B— A, 
los, 
| 4— 
因而 在 0 点 邻近 有 
2 
іс 
: r. Ë — F 
хх + е 
则 有 


£ 一 торот, 
енжар с МЫЛ 站 在 其 不 动 虚 0 邻近 局 部 拓扑 共 气 。 因 
面 & 在 < 点 邻近 与 了 在 0 点 邻 和 局 部 拓扑 共 罗 ， 口 
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PAE К" 中 双 曲 不 动 点 的 
ЖУЗБЕ ЕЖЕ 


$1 ВРВОВИ 


下 一 章 中 关于 Banach 25а] rREEBE ВХ HA АЫ М 58 Ж, 
对 于 R” ЕНУШЕ pK ry ЛЛ. ЖШ. H Harman ÆR, fe C'(U, 
К”) 在 其 双 曲 不 动 点 0 € URMA MTF A = DIO): 


loc, 
]j—— ^4 ‚ 


又 ,如 末 A,B EHR”) JA — B| 充分 小 :那么 就 有 


loc, 


A В. 
ARRE, ЖЫП ШШЕ AUS BE. 由 上 
述 讨 论 , 只 须 考虑 双 曲 线性 映射 的 分 类 即 可 . 
ИТЕ, НР КАНН, ЕО УНО ВЕ, З ТЕ 
o AANER арнай, 
913211 ШЖ AG) e HCR") Æw SR T r€ [0,1], ЭБА 
AG0)24G). 
证 明 。 对 任意 ne [0，1]， 存 在 的 开 邻 域 U Ga), 使 得 
re U(r) В 
яй AG. 
аА (і =а l,- ` 'эї), 恒 相 应 的 UCt), ПО), +, UÇ) 
WELO ЗЕ ЙО Lebesque 00 0, RN N.N > +. f 
[0,1] 分 成 为 N 等 份 
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则 有 
MD 一 -4 (2) л (2)... 


loc, N — 1 loc. 
ави А (улла, Г] 
N 


注 记 1.2 我 们 知道 HCR") 是 L(R”, К") 中 的 开 集 ， 上 面 引 
理 指 一 ,如果 4, BEHR”) 可 以 用 一 条 人 包含 在 НОК”) 中 的 连续 
НАВАН, ВБД ВА НГЕ. К НСК”) 的 每 一 道路 连 
EDAT- ЛАТ 966 z ch. 

定理 1.3 {ЕЙ 4€ HR”) БШСЕ 4 m 个 标准 形 之 一 局 部 扫 


ТЕШ: 
1 _ 1 | | 
2 1 2 1 | 
2 0 2 0 
А == + Ы 4 = ЫЙ т 
О? 0) 2 
2 2. 
' 2 2 
—— -一 一 
і 1 
1 —4 
21 2 1 
2 0 2 0 
4; = i А 一 1 
2 
—2 —2 
0 2. 0 2, 
2 ` 2: 
—— -一 -一 
1 Ё 


(i= 1,2,-`"*,m — 1), 


s ]27 * 


2 -一 了 
0 `, 0 › 
1 _ 1 
210 210 
AL? = |а И! 
0 1 Ü 1 


2 2 
证 明 。 我 们 约定 : 一 个 (任意 阶 的 ) 方 阵 称 为 是 双 曲 的 ， 如 时 
它 的 每 一 特征 导 2 ИЛЕ 
[21 эё 0,1, 
显然 ,为 使 一 个 对 角形 分 块 方 阵 是 双 曲 的 ,必须 而 且 只 须 它 的 对 角 
线 上 的 每 一 子 块 是 双 曲 的 。 设 对 角形 分 块 方 阵 


4 0 


0 `, 
ENHA 如 果 其 对 骨 线 上 的 某 一 子 块 А; ТЕЗУ НЕЯ ЕРУУ 
一 条 连续 道路 AOC [0, 1]) 而 变化 ,那么 显然 整个 方 阵 也 在 


双 曲 阵 范 围 内 通过 一 条 连续 道路 AG)CG eE [0,1]) 而 变化 ,这 里 
A, 


А; 
AG) = A, (z) 


4, 
以 下 , 我 们 分 车 于 步 蛋 ， 把 任意 双 曲 方 阵 À € НОВ") 化 成 所 述 的 
标准 形式 ， 
第 一 步 。 由 线性 代数 课程 知道 、 4 相似 于 它 的 Jordan 标准 形 
AG, RE 4ч) 形状 部 


+ 12A» 


Нои РЕ, AO tb MENRE C e [0,1]), 所 以 


i 站 
I Pi = | 
I = š 
і l I 
I о < | 
i з ti 
і D w 1 
і ' 
' “тє = | 
' . I 
1 = чэ I 
| у 时 | 
I | L 
1 m "t L 
„5%, i 
туе №, 1 
í | і 
і + l 
ы 

| 5 = ! 

一 

1 Г. | 

I . l 

Lt ` I 

Ё a ™ | 

| чог! 

l > ы 1 

| | 


' 
і 
L 
Ц 
Е 
І 
1 
1 
1 
! 


= — — — — — — шаша 


АЙ СЕП#& Е в) ak ЬН ВЕ, ТЕД ЖИП 


loc, 


 A— AC). 


fot. 


AC 400), 


| 
i 
| 


ма ши Ш ЖИЧ P= puqpu уч = mmp шш i m — w шшш. 


== == = mn un ja s-— 


H 
t 
I 
1 
і 
г 
< L 
1 
1 
[ 


1 ьан еа аьаа 


A 


这 里 4(0) 形状 如 
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rp ` 


наим аіл 


第 二 步 。 我 们 指出 上 述 400) 局 部 拓扑 共 轿 于 一 个 对 角形 方 
阵 8B， 为 此 ,把 形状 如 


|° 6 Со + В з 0,1) 


Ë = 
的 子 抉 写成 
re —] _. Kas тез 
Ls a psin8 peosd 
这 里 
р= d t Ë з 0,1, 
созӣ = -S - , in = В 
a + В? Моё? + В 


记 
Г) 一 [ee 一 9 —рзіп (1 一 | | 
psn(1— !)0 рсоѕ(1 — ғ)6 - 
дру z оа) 1], ГО) 在 双 曲 方 阵 范围 内 连续 变化 ,并 且 
= | = —# = Р 0 
r (0) [5 7 |, га) К ° |. 
第 三 步 ， 我 们 指出 ,交换 方 阵 的 两 行 和 相应 的 两 列 ,所 得 的 方 
阵 与 原 方 阵线 性 共 郝 (相似 }。 因 此 、 由 第 二 步 效 得 的 方 阵 B8 可 以 
重新 排列 成 为 如 下 的 形式 : 


1, 


c = Арье 


Ше,” 
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这 里 
{=la 0, i=l, P; 
О д1, j= p+ 1,--., P + q; 
и, < —1, k=l, r} 
m= 1, ¿= r+ 1,-":, f + $; 
P + q + r + í = m, 
FP. RIB, CABARET 


事实 上 ,我 们 有 | 
AG) = (1 — ¿C + D € H(R*”), Vz € [0,1], 
AG) 连续 依赖 于 :ee [0,1], 并且 
А(0) = С, A(1) = D. 
第 五 步 ， 我 们 指出 ,如 下 形式 的 两 对 方 阵 块 , 分 别 可 以 在 双 曲 


阵 范围 内 ,用 连续 道 咯 彼此 连结 : 
— 1 1 0 
I з | 1 
0 一 也 0 7j, 
яр 
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事实 上 ,对 于 pll, 显然 
Абл 一 Иш sm] (re [0,1]) 


Bann  Гсозл/ 


ERAR HE 
4(0) = |, "| А(1) = m ° |. 


利用 上 面 五 个 步骤 ,我 们 可 以 把 任意 双 曲 方 阵 化 成 所 述 的 4m 
个 标准 形式 之 一 . 0 | | 

困难 在 于 证 明 这 4 m 种 类 型 彼此 两 两 不 能 局 部 拓扑 共 邦 ， 这 
将 是 我 们 在 下 一 节 中 的 主要 任务 . 


§2 局 部 拓扑 具 罗 分 类 


设 4 和 4' e R” ERNER ВЕНА 85, R” 相应 于 A 和 4' 的 不 
变 子 空间 分 解 分 别 为 
: R" = FE" 和 R" — E” DE”. 
жу Е R” 中 包 售 0 点 的 开 集 ,而 
A: YV U ACV) — R” 
EA VUA) E AC U АСУ )) 的 同 胚 ,满足 
As А| = A'əo5|V , | (2.1) 
БА Н УЕ АСАКА ERREA ) 也 是 R” 中 的 开 集 ; 
XHARRA (2.1) PT 81,500) 是 A 的 唯一 不 动 点 0。 因 而 V'= 
ACV) 是 R° 中 包含 原点 8 的 开 集 ,并 且 显 然 有 | 
A(VU A(V)) = AV )UACA(V 2) 
一 A(V)U А (АСУ |= VU АСУ"), 
我 们 引入 记号 ; 
Vi = ENF, Уға ENF; 
L” = E QK, VÄ =L EAF 
515021 WAHRER ZADRE ‚1ТЕ АЕ ЯЯ 
子 空 间 蛮 到 收缩 子 空 间 中 ， 把 扩张 子 空间 变 到 扩张 子 空间 中 。 事 
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OO NOTU SAs MERE pT PE Bei he rr rr pp mamanpas q-unanan p ans --- --..-.1 . ` 


实 上 ,用 上 面 引 人 人 的 记号 表示 ,我 们 有 
АСУ") = V”, АИ) = V”, 
证 明 ， 收 第 子 空间 的 特征 是 


Em dfx = 0; 


А+ 0 


扩张 子 空间 的 特征 是 
Em 4%у = 0. 
m А 0385513 dki ТЕ ОНИН LARM ERE 
Em Ak (a) = lm BC Atx) = 0, 


lim 47706 (у) = lim А( A ty) == 0, 
Ë — 90 +6 


因而 
Ау)", (Vs) V”. 
Мәш (2.1) R 
ВАУ =s Дору", 
因而 又 有 
P CV) V: IVC Va, 
Bp 


F CA VJ, V chiy., O 

引 理 22 ЖД Ps A А h, 那么 
ЕЕ Е УЭЕ. 

证 明 。 我 们 沿用 前 面 的 记号 。 即 假设 了 是 Re 中 包含 原点 0 
НН Ж, 5: VU AC) —> R” 是 从 VUACV) 到 机 PUACP)) 的 
ЕЈ, ЗЕН. | 

hoA|lV = АУ, 
记 
V’ m VAE, V“ = Y f) E“; 
V'a МУ), V" ж VNE”, V“ = PNE”, 
RESAS 
hem A| V, h,— A| V", 
REW rE Et, 存在 +r E21+， 使 得 Ску. RIEA 
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Ela) = САУ ob oA (a), Vz € А-СУ”), 
РЕ АОЛ, ЕСЕ" 是 确定 的 。 事 实 上 ,如 果 ЄР, A е 
y, 那么 

Са) Doho Aa) (A) СС) She A) 4" G). 

因为 ?一 AG) € УЕ CA ohe AG) = Абу), 所 以 

(Ary eo, (e) = (A) ohe A'E), 
ЕЖЕН: $ GO 的 定义 与 使 ze A) Z r€ Z, 的 选择 
ER. Ri: E'— E" 定义 了 一 个 映射 。 这 里 象限 制 在 每 一 
4700) 上 都 是 连续 的 : 

B, | AV) = (а) А, A| ATOT, 
Ami EE 一 UJ 40У) 上 是 连续 的 。 并 且 


ке 


k (E: = UJ ECAD = (CANO) 


r€ 于 十 ке, 
= U Са) (И) = Е", 
r£ 2), 


容易 看 出 ,上 РЕЗИНУ ЯТ. 
Ar Ку) = Aok LAYO, мує (А'У СУ”), 
Am #,: E: 一 E” 是 同 有 是 ， 岗 样 的 方式 可 以 构造 同 胚 Л; E* >E” 
如 下 | | 
| Rx) = ( А Yo oA (ку, Wx € Аб (УЧ), 
| Ë (z) = (х, А х.) = #,(z,) + А.х), 
Yr = x, + x, х,Є Еб, x EEF, 
显然 k: R= 一 R" F E Eh 34 „ЕН ЕЗ E Sk we 
А-у) = Ҷу + Ya) AY) + ER Oas 
Му = y, + y,, у, E”, y, € E”. 
Am ñ: В" + R” ДЫ] Ж. 
对 于 x,€ E:， 存 在 r+ EZ 使 得 x,€ AVY 于 是 Are 
AOC Js 
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(Ак) = (CA) А79 Ax.) 
== A'o( A у тодо (х) = A aa). 
同样 可 证 ,对 于 z, € E“ 有 
Ë. Ах„) = А(.(х,)). 


Za 


#CAz) = (Ах, + Ах„) = h ( Az.) + Bal Ах„) 
= R(x) + A'E,.(z,) 
= A'Cheo + ialt D = АСК), 
Мх = x, t rus Z € Е, xz € Е* 
这 证 明了 天 是 425 A ACERO ES. 口 
注 记 2.3. 在 上 面 引 理 中 , л, Bb k BP AGEN), А, 是 h, 的 
795. jE i 却 不 一 定 是 的 扩充 . 
БАЗЕ АЈ И , RTE 
引 理 2.4 ХАНАЕВ ZA pIE +E dt ВТЕ Sa T-2 la) ag pk 
Ш 25а], HEP SKOT EDS Ep TAA АПШ ЖА AR” — R” 
Ea A LABRAR, ВА 
A(E:)= E”, ЖЕ") = E", DO 
> Т&——РЇ] Të PIE А 的 保持 定向 或 反 转 定向 的 性 质 ， 我 们 
需要 介绍 有 关 映 射 度 的 知识 . | 
以 下 ,我 们 用 | 1 表示 R 中 的 范 数 , 并 且 约 定 用 记号 х — оо 
表示 |х| -> so, 
i F;RYt-> Ri 是 连续 映射 ,满足 
lim F (x) = 00 
(按照 我 们 的 约定 ,此 即 im |F) = о). 通过 添加 一 个 无穷 
远 点 co， 我 们 可 以 把 了 “一 点 紧 化 ”为 RIU (cor 一 S* 《例如 通过 
球 极 投影 3)。 于 是 可 以 扩充 为 从 К^!) {со} 一 5* 到 RtU (co) = 
5* EREN. Rr ЭБЛА ВОВЕ 8) 078 rE. wäi 下 :3 一 551% 
导出 同调 群 间 的 同和 态 : 
FaH St) 一 Н,С5*) 
сі» es 
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这 里 < E: Н,(50) 的 生成 元 , a Z. БЫН ЕМЛЕ BF BD E У Ж 
deg( F) = n € ZZ， 于 是 ,我 们 有 
F, (c) = deg(F) ° с, 

这 里 < 是 H,( St) 的 生成 元 . 

РЕЙ EE RHA | 

Gi) WẸ id: St 一 St 表示 球面 St 的 恒 同 映射 ,那么 

deplid)} = 1; 
Gi) 如 时 F,G:Sk + 5* JEE БЕШЫН , Bb 2, 
deg( Go F) == deg( G) - deg( F), 
如 果 F: Sk— 5* ЕАН, IMATRA 
deg( F7!) - deg( F) = degGd) = 1， 


因而 
deg( F) = +1, 


我 们 约定 ; 
deg( F) = 1 В, КА Е КАРЕ [А й; 
deg( F) = —1 hj RAE F J КЕ ЕЧ. 
引 理 25 设 G:Rt— КАА, ПІ 
lm G (x) = 00, 


证 明 、 若 不 然 , 刚 存 在 z, 一 оо, (818 (G(x,)) EF, 因而 可 

ДН {ССх„)} 的 收效 子 序列 : 
G(x,,) +y (P> +оо), 
但 这 时 应 有 
x, = GCG Crn) Oy) (P — +0), 

与 xz, 一 oo 矛盾 0 

SiR 2.6 MAFRA АУ BH tE ТЕШ 3 ,或 者 都 保持 收缩 子 
空间 的 定向 ,或 者 都 反 转 收缩 子 空 疝 的 定向 . 
| 关于 扩张 子 室 间 的 定向 ,也 有 关 似 的 论断 . 

证 明 . 设 4 和 4' ЖЕ" ERARE, Н” 关于 4 和 出 
的 不 变 子 空间 分 解 分 别 为 

R” 一 ЕФЕ" 和 R” = ЕФЕ”, 
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ХА A: К” — R” 满足 
hod = A'oh, 
RX ACE) = E”, ВЕ) 一 E” ,根据 维 数 不 变 原理 我 们 有 
dimE’ == dimE”, dimE* = dimE”. 

Д Рі 

k =a dim Е == dim E”. 
将 E Е 分 别 等 同 于 R 

F: = R$, E” = RÈ, 
TE AE АЕ» E, AE" — EB” 和 h E: Е" 分 别 诱 导 
ШЕЕ | 


4:60 Rt, ` 
£ R* — R? 
和 
Ё: R* 一 R$, 
使 得 以 下 的 图 表 可 交换 . 
д" _ А; — pt 
Л Îl 
pati 
$. bi ñ. в, 
E" 4; Е! 
ñ Л 
№! 4; m 
因而 ,我 们 有 


kA, = do 
дер(#,) ` deg( A.) = deg( 人) - аер(/,), 
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degl £.) = degl Â). 


关于 扩张 子 空间 的 定向 ,可 类 和 似 地 加 以 讨论 . D 
根据 上 一 节 的 讨论 ， 一 个 瞻 射 在 其 双 曲 不 动 点 邻近 与 其 一 双 
Ра РЕВЕ Я А ИТК: 而 每 一 双 昌 线 性 映射 局 部 拓扑 共生 于 
МТ 4 т PENER Z: 


1 一 工 
2 1 2 1 
2. 0 2. 0 
A = | Ca | 4; = сї 
| 2 2 
2 2 
0 2 () 2 
2 2 
— 一 全 一 
£ 1 
1 _— 
21 2 1 
2 0 2, 0 
А = А. Aim з 
2 2 
—2 2 
0 2 0 2 
2 2 
— — — 


О = 0 pi? 

定理 27 上 面 列举 的 4m 个 标准 形 , 分 别 属于 不 同 的 局 部 拓 
扑 共 顽 类 (对 于 双 曲 线性 爱 庙 而 言 ,局 部 拓扑 共 孝 类 也 就 是 拓扑 共 
8526). 
证 明 。 对 于 不 局 的 两 个 标准 形 ， 至 少 有 以 下 情形 之 一 出 现 ， 

情形 1， 它 们 的 收缩 子 空间 的 维 数 不 同 . 这 时 根据 维 数 不 变 
RA, ТИПКЕ ЕРЕЕН. 

情形 2. 它们 的 收缩 子 空间 的 维 数 相 同 ， 但 是 其 中 一 个 映 身 
保持 收 续 子 空间 的 定 坎 , 男 一 映射 反 转 政 缩 子 空间 的 定向 ,天 而 它 
RIKE ERIAM. 

情形 З. 它们 的 收缩 子 空间 的 维 数 相 同 ， 并 且 它 们 都 保持 收 
缩 子 空间 的 定向 ,但 是 其 一 保持 扩张 子 空间 的 定向 , 另 一 反 转 扩张 
TAHER , 琴 而 它们 不 可 能 拓扑 共 垢 ， 

综 上 所 述 ， 我 们 证 明了 4 m 个 标准 形 分 别 属 于 不 同 的 拓扑 共 
郝 姜 , 因 而 也 就 分 属于 不 局 的 局 部 拓扑 共 罗 类 。 口 
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第 十 章 ” 双 曲 不 动 点 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 


本 章 与 第 八 章 一 样 ,在 一 般 Banach 空间 的 框架 里 进行 讨论 . 


$1 稳定 集 与 不 稳定 集 


定义 11 15 (Е, 1-1) 6 Baach ZH], U Æ ЕЖ, 06 
U,fecC(U, Е) 是 从 到 KU) 的 微分 同 际 4 这 只 须 验 证 : 了 在 
U 上 单一 和 对 狂 意 的 z€ U 微分 DICO BEERE), 0) 
一 0。 VCU 是 0 点 的 枉 意 邻 域 ( 妓 以 0 为 内 点 的 任意 集合 )。 则 


W¿(0) = W¿(0, Р) 


_ |, € N FTV) 


о 0 
МСО) = МСО, Р) 


一 fye ñ РСУ ) 


lim Бу) 一 ot, 

定义 1.2 15 (Е, 1-1) Æ Banach 22|], Е-Е 是 微分 

FEE, 700) 一 0。 则 了 在 0 点 的 稳定 集 和 不 稳定 集 分 别 定义 为 
W:(0) = W°(0, f) = (x € Ек = 0} 

和 | 

МСО) = М0, f) = (y £ E lm f tO) = 0}, 

显然 这 时 对 0 点 的 任意 邻 域 了 有 


WD, I) =a U ССО, р), 
{= 0 
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но, — U СКО, D). 
r= 
例 13 HFHH 4:E >E, RMA 
WO0, 4) = {хє Е |Б (а) — 0) = Е, 
W“(0, 4) = {YE El lim FEG = 0) = E", 
ж 
V — {хЄЕ |151 < 21, 
则 有 
W¿(0,4) = V ñ E: = V, 
Со, 4) = V YE? = У", 
114 Жж oe UÈ f€E CKU,E) 的 双 曲 不 动 点 。 根 据 Har- 
man 定理 ,存在 同 有 是 A: E — E 使 得 以 下 图 表 可 交换 。 


USU, E 


À 


Y A= DKO) 
F 


这 里 CU 是 包含 0 点 的 适当 开 集 。 我 们 知道 ACU.) 也 是 包 合 
0 点 的 开 集 (因为 Е — E ЕАН. AC02 = 0), БТБ 
E(r)= (z€ E|] =< ri. 
E:(r)= ЕСПЕ", Еч) = ЕСУГЕ", 
取 220 充分 小 可 使 
| ЕСЬ)С АСЕ), 
记 
F = K (Е(Ь)), 
则 有 
WECO, fy = > 'C(E*t(5)). 
WECO, iY = h EL)). 
注 记 15 由 Hartman E, ECW, EXr > 1) 在 其 双 


“141 


fH эй) ла АУЛ bb kay Яо ЛК ЖЕ SE sb ME? (2 = P 
1.4)。 在 下 一 莉 , 我 们 将 进一步 证 明 fe C《0,E)(r 2 1) 在 其 双 
曲 不 动 点 处 的 局 部 稳定 党 和 局 部 不 稳定 集 痢 是 C” 油分 流 形 。 因 
上 未， 我 们 有 吾 由 把 f 在 双 和 曲 不 动 点 处 的 稳定 集 和 不 稳定 集 分 别称 

注 记 16 我 们 对 “稳定 集 ("稳定 " 流 形 ) 和 “不 稳定 ” 集 C 不 
稳定 " 流 形 ) 这 样 的 术语 作 一 点 解释 ， 这 里 所 谓 的 “稳定 ”或 “不 稳 
定 ,与 我 们 所 关注 的 结构 稳定 性 并 无 关系 ,仅仅 用 以 表示 点 在 f 
АЛЕ ЕА РАА ар ЕА. НБ" СӘЛ 
WE ) 和 ERR С“ йи ЖЕЛЕ” PAF АЧАА БЕЙТ ЫЕ. T 
了 已 经 普遍 澡 馈 了 的 用 法 、 我 们 仍 沿 用 “稳定 集 *” 和 "不 稳定 集 ”等 
术语 ， 


52 稳定 流 形 定理 


先 作 一 些 一 般 性 的 约定 ， 
iz СЕ, 1-1) Ж Banach 258], А.Е — E PAHAA, 
于 是 EE 分 解 为 关于 4 不 变 的 闭 于 空间 的 直 和 
E = FE'E", 
必要 时 改 赋 等 价 的 范 数 , 可 设 
Па 一 maxi lies leall} 
Wr = r, t x,, E E, r, EE" 
IAI САРЕ т т, 
Ш — Cal Ez] < r < t, 
《这 时 我 们 说 4 的 斜 度 <r。) 
我 们 采用 以 下 记号 
EG) = {x€ Elle] <Р}, 
Е'(Ьу = (z€ E'l jal < Р} = ENE, 
E*(5) = {r€ E*llz| 2} = Е(Ь)Г\Е*, 
并 上 且 把 EG) 等 同 于 EL) x EC): 
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Е(#) = ESB) х E"(ë). 
引 理 2.1 1% (F,l.1) Æ Banach 空间 ，B € L(F, F) 是 可 
W ER PER SF a MI 
|B| = |B-'] 12] ,vse Е, 
证 明 ， 我 们 有 
|z| = {8:821 = |В!||Вв|, Vté F. O 


引 理 22 设 ос<ст<1, 04645 (0—1), HJ + — 


s>] + a >r + s, 

WER. 2%. D) 

WRAAE 2.2, FECU, E yE tai Кар 0 邻近 
可 以 表示 成 4 + p 的 形式 ,这 里 4 一 DIC0) ЖАВИ, 
Liko) 可 以 小 于 任意 预先 给 定 的 正 数 。 以 下 ,我 们 对 形 如 了 一 A 
+g:E(0)— E 这 样 的 时 射 进行 讨论 ， 

引 理 2.3 设 f= A+ pE) E ÑE, 


Гарбу — 4) = Lipp) < в < py (z — 1), 


这 里 crai, MAHR aA MARS, 如 果 r, <€ 
EC) 满足 
len 一 tall 2 аЬ, 
那么 
ПАС) — АС 22 ПС) АС]. 
并 且 
ПС) — Ох) 22 (т! в) — =l, 
ПЕВА. 注意 到 当 ea 一 rell Z=: |z, d ЇН 
le | = аак а х), Паз zll} 
РАЛЕ 
我 们 得 到 
Са) Са) = Anen Avr tt p (x) — фик) 
Z= ||Я„(х„ х) — |фр„(х') — Са) 
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z АШ! х„ — rull — Lip( p)||>' — =l 
= rle, — zall — elz’ — xi 
= (r! — e)l — xl, 
(„ху 一 天 (Ce Ax — A,x, px) — Pul 
< |4, — x + LipCp)lx’ — zll 
= (z + e)l — а], 
TEA: | 
ПА Са") f, (x) 22 (z! в) а ж 
= (т + e)lr’ | 
> ПС) — 1,6), 
ШС) — Ко) = ПАС) Са 
= (r — ee — zl O 
注 记 2.4 ir = z, + zg, z € E, z. € Е", ЖАК ж 为 
竖 向 的 ,如 果 lzel 2 lel 5 2.3 告诉 我 们 : 如 果 x' 一 * Ж 
向 的 ,那么 fO) — К) 也 是 竖 向 的 ,并 且 107) —– Ка) 1р 
是 lex" — =|| НЧ (r! e {#, 
推论 2.5 it f= A+ ф:Е(Р) Е 满足 


Тарб — 4) = Lie) < 6 < — G” — 1), 


如 果 x', £ ЈЕ 

1) PCa), Ра) Є EG), k= 0,1,2,-.", 

2) Ца 一 zj Z |z; — rla 
那么 х = x, 

ПЕВА. 因为 PCer’), РС) Є ECH), 4 = 0,1,2, ***, ЗН. 
hei 一 reli 22 а — 1, ВТ E EW ASIE 2.3 而 得 到 

25 >= |а) — РС) Z (r е) а ||, 
& == 0,1,2... 

但 то! — е2 1 -+ > 1. ДН rear O 

推论 26 ik j= A + p:E(0)— Е 满足 
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Lip] — 4) = 14р(ф) < £ < С 一 8), 


如 果 x 和 * 满足 | 

1) ft Gr), РС) Є EG), k= 01T，2 

2) r= r, 
IA х= ху 

证 明 。 这 是 上 一 推论 的 特殊 情形 。 O 

#1027 推论 2.6 说 明 : 对 任意 的 xE ECG), 至 多 只 有 一 
个 z. = р(х,)Є ECE), 58 x (х0, х.) PEE 

r 16253 Е(Ъ), À == j, l; 2, 
BEHI, f 在 0 ARMEE E gE (8) — 
Е“(Ъ) 的 图 次 上 
ть 0» БУС S -(e), 

以 下 ,我 们 将 看 到 , f ле WE IE: АЖЕ ВНТ 
性 质 的 映射 g:E (b) 一 Е“(Ь) 的 图 人 象 . 

首先 ， 我 们 指出 ， 这 样 的 映射 zg һу BZ WS ЈЕ Lipschitz Ж, 
Lipke) << 1, 事实 上 ,如 果 x' = (х,,х„)==(а!, ga # x = (x,， 
х„) = (z,,g(x,)) 是 了 在 0 点 的 稳定 流 形 上 的 两 点 ,那么 

Р), РС) Є EC) k= 0,1,2, | 
按照 推论 2.5 ,这 时 不 可 能 有 
lele 一 КОМУ = | — x,!| > 1 |. 
因而 | 
Пе) — 205,0] ll=; — x;,ll. 

我 们 还 将 证 明 ,如 果 了 在 EG) B Cr 的 ( 即 在 包含 EG) 的 某 开 
集 上 是 C' 的 ), 那 么 相应 的 映射 上 也 是 Cr 的. 

定理 2.8 (稳定 流 形 定理 ) i j= Á+ g: EG) — E 是 一 
映射 ,其 中 4 是 斜 度 为 + BUSRUH£EEERKST, ф: EG) + E 满足 


Lip(gp2) < g < min Ë — т, " (r — D}. 


Ф(0) = 0, 
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1 HOt- —m aaa ia an —-— ` wu  - - vI. .— ==. 


则 存在 Lipschitz ВЕ $} 

g:E'(b)— E"(b), Lipe) < 1, 
使 得 

Felg) == [Ces BECK x € Е(5)} = Wi (0, 1). 
如 果 f CAM p = f AE EC) 上 还 是 C' 的 ,那么 8 在 E) 
LERCH, | 
ПЕНН. 根据 定义 ,要 使 x (х, х.) Є Wol 0„/) КАВ Я 
Ж 
(A + р) х,, х.) Є ECE), k= 0,1,2,1, 
lim (4 + prs, z.) = 0. 


我 们 把 合 于 子 集 SCE 2rhüb 88 0 的 点 列 7 — {y(t)] 的 
集合 记 为 SAS), PI 
PAS) = {> = {Cs im т) 0). 


对 于 S= E 的 情形 , 在 FLE) ан ДЕ ОКАТ Б И) 
MWERA, 同时 可 以 引 人 范 数 | : |; 
|r] = sup lrc < оо, 


易 验 证 (FLE), |1) 是 一 个 Baach 空间 。 如 果 3 g ЕНТ 
E, BPA S'(S)CS PXE) 也 是 ХЕ) 中 的 闭 子 集 ( 因 而 是 完 
备 子 集 )。 以 下 ,我 们 考虑 作为 FCE) 的 团子 集 的 完备 距离 空间 
9° Е(Ь)), ШЖ z€ Wim(0, 站， 那么 显然 由 

y(0)= <=, Y(k + 1) = (A + pr (Xk = 0,1,2,-++-+), 
定义 了 HUEC5))》 中 的 一 个 元 素 7 一 УСК). 

我 们 寻求 满足 以 下 条 件 的 > {УСЮ} ESEC): 
r(k+1)= СА + p)r(&) (k= 0,1,2,:-.). (21) 

对 于 这 样 的 序列 +， 显然 有 YC0)€ Wa (0, D. Æ (2.1) 分 别 投 
KEJE 和 E* 上 可 得 : 

7.0 + 1) === ATCR) + Ф.С (к)) (k = 0, L, 247 .), (2.1), 

Y (K + 1)= A.Yy,(k)+ g .CY(K))XXK = 0,1,2,---). (21), 
RMA 7,00) = 为 参 变 元 ,把 上 两 式 改写 为 
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x, (5 = 0), 
"(OÍ + (G D) GC 1,2, >), 
| | (2.2) 
у.) 一 АСУС + 1) 0 1, 2, Р 7, 
2.2 Ja 


fE (2.2), 和 (2.2%);， 右边 的 表达 式 分 别 记 为 
S Less YAM T Cer TR) |= F YNA 
x= 
S (x,, YK) = (F Lass С), FaR) 
这 样 ， 我 们 定 尽 了 映射 ` 
TEKE) x FLEC) — FLEC). 
以 下 验证 S 是 一 个 Lipschitz БЕЙ], 我 们 有 
; | 一 xz СА 0), 
П) ЮП — Í” 0), 
ПС, y Xk) Fx УСК) 0 
(k = 0,1,2,:- D, 
|] (x;, Y) — Z (xz,, | — x,ll; 
又 有 | 
(F Са, СК) Fr УСК) < (z + в) er], 
(ж, УС) — Fx УЮ << r + в)" — >|, 
(Firs Y') xT < (z + Еу 一 了 | 
REEE) TEE) X SKLEC) 一 S#XE(6)) Æ Lipschitz BË 
射 ， 并 吾 一 致 地 对 第 二 变 元 压缩 (因为 z + e < 1), RESAN 
定理 8.3, 存在 唯一 Lipschitz № 9 
gi EKE) — S? (E(b)) 
满足 
(ж, n(z,)) == n(xz,), Yx, € ECS), 
考察 n(x,)€ SLEG, RITE 
RR й,1,2,„:--, 
Ша CA + pax = lm пСх,)С4) = 0, 
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因而 
nx COE WZ. (0.1). 
显然 有 
nK Fr n(x,))( 0) = x,. 
йтіп 
#бх,) = m (z,)(0), 
则 映射 в: ЕС) = Ер), 使 得 


即 (xo #(х,)) = "Cx ) C0) € Wika (Ü, I), 


F «(ВУС МУ (0, Р). 
ЕЕ ЕЁ. 2.6 和 注 记 2.7 即 得 知 
GA == WiC, f). 
如 果 pE) ЕЖ С АЈС ЕС) 的 某 开 集 上 是 
С” 的 ), 那 从 | 
FPEX FLEGO- SP (E) 
lb k: Cr 的 (这 就 是 说 ,可 以 把 T 的 定义 扩充 于 包含 EOX S, 
CECD) 的 一 个 开 集 上 ,并 且 是 Cr? 的 ). 因 市 т: EB) — (Е), 
JE Cr 的 (参看 第 六 章 定理 8.4)， 考 察 z:E:(b)— Ez 的 表达 式 : 
g(z,) = nalz XCO), 
我 们 得 到 
Её поро, 
这 里 pE) >E 是 (Е) 中 的 序列 到 其 第 0 项 的 投影 ; 
mE Е 是 从 E = EDE” 到 E" 的 投影 。 P 和 “都 是 有 界 
线性 上 映射 ， 因 而 都 是 С” 的 。 前面 已 谈 到 , 2 是 C 的 。 于 是 8 一 
херо 十 如" 的。 口 
推论 29 在 定理 2.8 条 件 下 ,我 们 有 


WEeK0 f) = [) FACE) 


ku [x= | ft Ca) € EC), k= ü, 1, 244 Jh 
证 明 . ЮЖН 
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Wiat, DEN FEG). 
#=0 


我 们 来 证 明 相 反 的 包含 式 。 由 推论 2.6 AEI 2.7 可知; 对 任意 
z€ E656)， 至 多 只 有 一 个 =, € BCa) 能 使 + 一 (x, z.) ДЕ 
Hix) ECR), &= 0，1, 2 - (2.3) 
但 由 定理 2.8 已 经 知道 x, = glr) WELEER. 这样, 我 们 证 
明了 ,如 果 х 满足 (2.3), 那么 
Xt @=(g)= Wilh, Ps 
Rp 


ПРЕС) (в) = wia (0, p. 0 


注 记 2.10 推论 2.9 ЕЖЫ SE 2.6 的 Gv) 相 比 
较 。 由 推论 2.9 ,我 们 可 以 把 了 上 在 0 点 的 局 部 稳定 流 形 定义 为 : 在 
f 的 正 催 选 代 下 始终 停留 在 EC) 中 的 点 * 的 集合 。 这 种 定义 方 
式 , 比 较 容 易 检 验 , 使 用 起 来 更 为 方便 ， 
命题 2.11 在 定理 2.8 的 条 件 下 , 1 一 44 士 中 在 其 局 部 稳定 
Pu L NN E f 
ж) — OP = Ах У], Ух, y€ Wo (0, DD; 
因而 ,对 于 任何 与 外. | 等 价 的 范 数 | . 上 也 有 
|*G) 一 РС) | < КАК — у], 
Vz,y€ WiC, [),А==0,1,2,„-°” 
这 里 
й<л4=т+=Е<1, K > 0, 
证 明 。 如 果 z, € Wio, 万， 那么 必定 有 
fes — $l П, — y,ll, 
否则 , 根据 引 理 2.3 将 有 
25 > E — OI 22 (72 — в) — y| > 0, 
但 re> 1， 上 式 是 不 可 能 的 , 
因为 IG) 与 Ку) 仍然 在 局 部 稳定 流 形 上 ,根据 同样 的 理由 
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IAD — f. Cy) = ПС — # G), 
于 是 
[wD РС) = Nf) С) 
= Ax, — A ps) — ply) 
= (r+ ejje — y|. O 
命题 之 13 在 定理 2.8 的 条 件 下 ,如 果 呈 是 CC BJ BE Ду — 4 
+ Ж 0 АЈА А ДЕ ФИЛЕ fE Z АУЫЗ BIKE ЕУ НН 28 #Е ВА БЇ 
4 + Dp(0) 的 线性 稳定 蔬 形 (收缩 子 空 间 ?。 特 别 地 ,如 果 Depf0) 
一 0， 屠 人 么 这 切 空 间 就 是 4 的 收缩 子 空间 Ez. 
证 明 。 我 们 沿用 定理 2.8 证 明 中 引入 的 记号 ， 因为 00) 一 
(4 十 pX0) 一 0， 所 以 清 足 (2.3) 的 唯一 形 如 + = (0, х,) йк 
Ж r= (0,0) = 0. [їп 
10260) = (0, g(02) = (0, 0) = 0, 
由 此 易 得 
700064) = 0, k = 0,1,2... 'э 
ЕП 
100) = 0E FLEC), 
在 z, = 0 处 微分 关系 式 
S olid, qr) = n(x,), 
我 们 得 到 
| DZ (0, Oid, „(0 ))(Е,) = Dyl), 
В 
DF (0, OE DCO) = Dx(0X(š,), 
这 里 
DS (0, 0) = (р (0, Mii D.” „(0)у), 
(& = 0), 
DF 0,0 т УСК) 一 A -a — 1)+(Do(0))r (&—1) 
(K 22 1), 
DF „СО)СУ)СК) = AGY Ck + 1) — (De(0)),y.(E)) 
(42 0). 
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ROAA 
DF (0, 0) x FLE) > FLE) 
也 是 一 致 地 对 第 二 变 元 压缩 的 。 因 而 
Юз 0)С&,)60) == (E, 2:(0)(2,)), Ë Є E', 

HWE 4 + Dg(0) 的 线性 稳定 流 形 。 ЖЕЕ. Sep 在 0 点 
的 切 空 间 即 为 4-rDq(0) 的 线性 稳定 流 形 。 特 别 地 ,如 果 Dp) 
=0, PA Fee) 在 0 点 的 切 空 间 即 8‘。 PD 

注 记 2.13 映射 fe C(U,E) 在 其 双 曲 不 动 点 0e U 邻近 
可 以 表示 为 4 + 的 形式 , 这 里 4 一 РКО) 是 双 曲 线性 映射 ， 
Lipp) <£, Ф(0) = 0, Рф(0) = 0. 对 这 一 情形 用 命题 2.12 
TJA f E Oo 点 的 稳定 流 形 在 该 点 与 8' 相 切 . 

注 记 2.14 对 于 E:= (0) 或 E =E HEREKE, BER 
形 定理 当 然 也 成 立 , 其 验证 更 为 简单 , 留 给 读者 作为 练习 . 

注 记 2.15 显然 1 的 局 部 不 稳定 集 就 是 Г! 的 局 部 稳定 集 。 
上 面 关 于 局 部 稳定 流 形 的 一 切 讨 论 ， 都 可 以 逐 字 逐 名 地 类 译 为 关 
于 局 部 不 稳定 流 形 的 结果 ， 具 体 的 验证 留 给 读者 作为 练习 ， 
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第 十 一 章 ”符号 动力 系统 与 “马蹄 ” 
1 符号 动力 系统 


沽 左 N 个 符号 的 集合 ,例如 AN 个 数字 的 集合 
S(N) = 10. 一 1}, 
这 集合 赋 芝 离散 的 拓扑 成 为 一 个 拓扑 空 由 (其 任 童子 集 都 是 开 
集 })， 这 拓扑 空间 可 距离 化 ， 对 尾音 a, b £ SN), 我 们 定义 其 距 
离 为 
1, ШЖ a = Ё, 
Blas b) = 1 , ШЖ а = b. 
可 列 个 这 样 的 空间 S(N) 的 乘积 
PNY Ц 5, S = 500), 


ї = — 2 


>(N) = П Šis S; 一 S(N), 
称 为 符号 空间 ,其 元 素 分 别 为 双边 符号 序列 


Ty Soas feis So fig Fa 
ВВ) КРЕ ДЕУ 
Sos Sts fs 77" 


因而 前 一 情形 EO 称 为 双边 符号 空间 ; 后 一 情形 СА) 称 为 


* a % + ++ 


单 边 符号 空间 ， 符 号 空间 也 是 可 以 虐 离 化 的 ， 对 双边 情形 ,我们 


| | 


dli, z) 一 > биз, 


у =ч (ету faas f—13 fos Sis fas" -), 
{== ("5 fos 1—15 fas fis yy * * °), 
对 单 边 情形 4151 A E 8 
ds D) = >) 210), 
о 7 
这 里 
一 
符号 空间 EOD КЇЧ ТЮЙ о: УКМ) EON) 定义 如 下 : 
(а(5)), = #1 
(j= 0, 61, 2,5-5, је 0,1, 2,59)» 
В. 的 作用 是 将 双边 符号 序列 或 单 边 符号 序列 左 称 一 位 ， 对 于 
双边 情形 ，0: 如 (N) 一 P(N) 定义 了 一 个 动力 系统 ,其 作用 是 特 
成 
s= Cy ss) fos fis 0777) 
变 为 
os) = es Sars Sas fas fo sot tha 
对 于 单 边 情形 ，0: EN) EN) 定义 了 一 个 半 动 力 系 统 , 其 作 
用 是 将 点 
£ == (sos буз fay а") 
变 为 
ofr) = (аз Sas fttt), 
DL FN ФИ ЯЛ НАН DAEAR. RIANA E Ат 
出 证 明 . 
$al 符号 空间 E(N) Ж. 
(i) 紧 致 的 ， 
Gi) 完全 的 ， 
(ii) 5&Ф Ж ЖОНУ. 
证 期， 
(i》 有 限 的 离散 空间 SO) ERSA AmE NARREA 
ECON) ШЕКИ, 
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(ú) 只 须 证 明 : 对 任意 sE DON), 存在 点 列 {1 "СС УСА М 
u 以 = 为 极限 。 设 

| s= (15,42,5540) fos fis ttita ОХ 

我 们 取 


Um: А * 
(узар уз fi tt a 5,00), 


这 里 
* [| ， ШЖз„=@, 
” lo, 其 他 情形 . 
те (АМ), 
ЕЕ. 


lim £t) == i, 


(11) 我 们 指出 : EOD 中 的 任何 连通 党 至 多 只 能 含有 一 点 ， 
假设 LOY) WITE DAPRE A 
E= (` **, So sis saatt jo 
£= CERE os f ВС), 
设 s£ = 以。 考虑 以 下 两 个 开 集 
U = {иє SDN) = +J) 
V = {rE EON le = ғ}, 
显然 有 | 
UUK = (№), UNV — ë, 
EUND, (é V ñD. 


因而 了 是 不 连通 的 。， 我 们 证 明了 : 2 (N) BSutEinj PE 8 Ж 2 27 A 
#— s Rl EaR. C 
命题 12 符号 动力 系统 s: (М) + (М) АНЫ ГА 
(i) c HARARE 2 CN) pAg, Вр 
Perfo) = УСМ); 
GD е 有 一 条 轨道 在 DN) PTAR. 
ЕВА. 5 BO) 上 的 距离 ,我 们 发 现 : 如 果 两 双边 序列 ғ 
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和 # MÀ — ти т НЕ, 那么 亚 越 大 时 它们 就 越 接近 ， 这 一 点 
ЭГЕ КЕЧЕН ИА], | 

Gi) € (М) с BJA ЧЕКЕ 23 B F. FF 
A. 对 任意 л (М), RER m MA a Н), 令 其 循环 ， 
这 样 生成 一 循环 序列 e. 显然 rm E Pele), 90 Ета 
任意 大 ,所 以 上 的 任意 邻近 都 有 再 期 点 ， 这 样 * 我 们 证 明了 Регбо) 
=> (N), 

Gi) 我 们 构造 (€ E(N), 使 得 9 过 这 点 的 轨道 在 22 (N) 中 
HE. 首先 任意 取 定 z 的 负 标 号 项 。 然后 取 O, 1:…，Y — 1 为 
t 的 第 0 项 到 第 N 一 1 IE, 接着 排 上 0:0:0,1 0 — 1; 1, 0, 
I. 1, cee, 1, М—1;-+-;М—1,0, N — 1, Lye, N — 1, 
N 一 1 (BR SN) TRORA THEA) 接着 再 排 上 0, 0， 
0,0, 0, 1; N — 1, N—1, №1 《穷尽 S(N) TRAIA 
有 三 元 排列 )， 继 续 这 样 做 下 去 ， 我们 构造 出 上 E(N) HEE 
给 定 的 +E EO 和 mE N, + 总 有 茶 一 段 与 + 从 一 m 项 到 mw 项 
的 一 段 相符 合 ， 因 为 mw 可 以 任意 大 ,所 以 :的 轨道 可 以 进入 +r 的 
任意 邻 域 之 中 ， 0 


52 移 位 不 变 集 


符号 动力 系统 比较 容易 研究 。 当 人 人 科 对 符号 系统 的 动力 性 态 , 
有 了 很 好 的 了 解 之 后 ,就 期 望 通过 它 去 研究 更 一 般 的 系统 ， 例 如 ， 
在 公理 4 系统 的 研究 中 ,入 们 通过 有 限 型 子 移 位 研究 系统 的 名 集 ; 
在 Chaos 研究 中 ， 人 们 通过 符号 系统 描述 某 些 训 动 行为 。 Smalt 
的 "号 障 "模型 的 提出 ， 可 以 说 是 这 些 方面 研究 的 先 声 。 我 们 将 重 
凤 介 绍 这 一 模型 。 为 苏 免 一 开始 就 陷入 比较 到 其 的 细节 ， 我 们 先 
抽出 最 基本 的 思想 并 通过 半 动 力 系 统 的 较 简 单 的 模型 加 以 说 级。 

定义 2.1 RERS, БХ Х 是 同 蚂 或 连续 映射 。 
4 是 上 的 不 变 集 。 如 了 果 存 在 同 且 А: (М) — A CAE УСМ) Ж 
适当 的 双边 或 单 边 符号 空间 ) ,使 得 
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ЇоА = hon, 


即 以 下 图 表 可 交换 ， 
zon CNY 


Á ñ 


Л 


则 称 4 为 系统 f 的 称 位 不 变 集 ，, 
引 理 2.2 ik X, Y ЖА. ХУУ ЖЫЯ, ACX, 
ВСУ, Wi 


Л 


KANIFE)) = Кав, 
ЕВН. 读者 可 直接 验证 。 O | | | 
TE, 我 们 给 出 灶 动 力 系统 具有 移 位 不 变 集 的 例子 。 这 一 相 
当 简 单 的 例子 实际 上 已 经 体现 了 Smale“ 马 蹄 "这 一 类 模型 的 构造 
的 基本 点 ， 
AERES LR. R, 它 把 线段 了 一 1 一 1，1] 拉 长 ( 拉 
”长 的 倍数 >2) 然 后 折 迁 覆盖 于 了 之 上 ， 我 们 甚至 可 以 给 出 光 漠 的 
Шы кж К,Р 
Е — R 


ri 一 3x? + +. 


我 们 来 分 析 这 样 的 半 动 力 系 统 ， 首先 注意 到 : D KUNE AT 
ABU 8 БЕ U, 和 U, 的 闪 集 

(7) = 0,00, 
这 两 线段 的 长 度 都 小 于 7 890451 АА) — E 


1 
0.1, 1.1 < 7 Ji 1, 
我 们 有 
IU.) = JU) = JDU UU. 
在 Us 和 UU, 中 又 各 合 有 不 相交 的 子 线 段 Uvs Un 和 了 Un 满足 
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ICU mn) = Ups KUn) = 0, 
КУ.) = А» 0.) = Us 
ЕҢ. и 
1 1 ‚о 
< — U < 二 ,j= 0,1), 
|! =< 2 iU; < 2 з f ) 


一 般 地 ,对 于 keZ, 我 们 定义 
Ua UN HD ON 007900), {2.1) 
这 里 fs fs. ** sE [0,11 = S(2). 
9138 2.3 U, (k> 1) 满足 
(i) СО) Чг 


.. 1 
GD 10, „| < од: 


HEBH. x$ & = 1 的 情形 ,Ci) ЯП Gi) 的 验证 已 如 以 上 所 述 。 今 
证 一 般 情形 ， 
《i 和 用 引 理 2.2 并 注意 到 (CU, ) 一 J]， 我 们 得 到 
ШӘ — К U. n F U agd) 
一 UNU org 
= U posg ` 
Gü) RA F Prat Ахт 2， 所 以 
| psg] == FCU а) > 2107 
因而 


1 
0, = ru < 2 ` — = i U) 
上 述 形 成 Us U, .., РА 的 过 程 如 图 11-2-1 Вт. 
对 于 5 == Съ» fis fas "" -JE 2:02), 我 们 引 大 记号 : 
UCs) = Г\ F(U) = 站 Ute (2.2) 
j)=0 к= 0 


Si 2.4 由 (2.2) 所 定义 的 UG) 满足 
(D КО()) = 0(0(:)); 
Gi) (UGD = 1, В UG) EAR, 
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证 明 ， 
(i) 1С0(5)) = (A 0.) 


= NU ОСО), 


ёч 1 


Соо _ {р РА! _ РА 
Гало (ami Ef Uon Ero бан Ens Тану 
本 一 一 一 一 一 一 一 -一 -mm 一 
f В 11-2-1 
(н) JRE 2.3 йу GD 立即 可 得 。 [Л 
Xs AWS 
a= (\г)у= U uco. (2.3) 
i=0 гє Бі) 
我 们 有 
定理 25 4 是 了 的 一 个 紧 致 的 不 变 集 , 并 且 ПАНЕ 
оз 2102) = 202), 


证 明 ， 由 4 的 表示 式 (2.3) 易 见 它 是 ИЈЗ, 
下 面 ,我 们 来 构造 从 5g 到 fA АЗР А, Аа UG) 与 
它 所 包含 的 唯一 点 等 同 视 之 ,对 任意 +€ 2202) 我 们 定义 
h(s) == (+), 
这 样 得 到 一 个 映射 А: 5202) 一 4 我 们 来 证 明 КА, 8 
先 指出 六 基 连续 的 。 事 实 上 ,如 果 ғ. гє 5027, 


1 
4(+› z) << > ” 
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ЖА z ЯП z JA 0 EU п 856 ЖЇНЇ» 
ACs), ВС) € лез» = ы ква 
这 时 应 有 
АС) = АСР) | < J- 


因而 上 是 连续 的 ， 其 次 ,天 是 单一 的 。 事 实 上 ,如 果 sre 21(2), 
si, PARE KEZ, 使 得 o e a. [А 
А0) Є Шэ ВО Є Иллә» 
Суу U, PAU E Uns 
| U, U, = @, 
所 以 
PCG = POG 
ACs) Æ h(2), 
又 ,显然 ;之 (2) -> EWEN. | 
因为 502) 是 紧 致 空间 ，ACR 是 Hausdorff 空间 , А: 02) 
一 A Ж, „ЖЕНЕН, БТР А ДЕНЕ. 518 2.4 的 Ci) 则 给 出 
feh = Вос. Li 
在 上 而 的 讨论 中 ， 起 决定 作用 的 事实 是 : 了 将 两 不 相交 的 子 
-REL 和 U, Pr KC Pt mr lJ JƏU,LIU, = L, HERA > 2, 这 
样 的 性 质 是 “经 得 起 O! 夏 扰 动 的 ”: 即 如 果 g 在 已 意 义 下 充分 接近 
fs 那么 8 也 具有 类 做 的 性 质 。 据 此 ,我 们 得 到 
定理 2.6 ВЕН у ТЕКЕ л Аа НО. 
证 明 . 设 8 在 CG 赣 义 下 充分 接近 jf， 美 似 于 上 面 的 讨论 可 议 
得 到 8 的 紧 致 的 不 变 集 


A= [gD= [LJ UG) 
Ў == {у 了 了 542) 
并 可 类 似 地 定义 | 
БО) = 005), М6 (2), 
AE tE ,可 以 证 明 2°: 2.(27 A' 满足 


goh = hop, 


. і59 + 


ARER 


HRE 


Ве 55 y 1%. 
尚 须 指出 当 8 在 C! 意 广 下 充分 接近 于 了 时 可 以 使 得 
d(H(<), z) << в, Vré А, 
这 可 以 从 А(;) 55 А'(з) 充分 接近 的 事实 得 出 。 D 


§3 Smale 的 "马蹄 ”模型 


Smale 构造 了 被 称 为 “ 马 瞳 "的 著名 模型 。 这 个 例子 中 的 微分 
АЖ ,在 它 的 一 个 不 变 集 上 ,后 挤 共 辊 于 双边 符号 空间 之 (2) 的 
移 位 映射 o. 下 面 ,我 们 就 来 介绍 这 一 着 名 的 例子 ， | 
考虑 平面 R: 上 的 正方 形 

PP 一 【一 1 一 s, 1 二 es)Xx( 一 1 一 el 十 8) 


Q=[—1,1] X [—1, 1], 
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КИЕЛИ P ЕЛЕ ЛИ Ehr (ФЕ >2), (Eki БЕЙ 
(es < t), вова, РЕВИР 
上 站 下 图 所 示 ; 


Го тт meee 


用 这 种 方式 我 们 构造 了 一 个 映射 
PP R? 
EE) P 到 象 集 p) ВКА. REIMER Рак 3 
ACO, 而 Ф|А 扰 了 扑 共 应 于 双边 符号 空间 DC) 的 移 位 映射 
首先 ,我 们 观察 到 ， 


У = PNL 
下 两 个 不 相交 的 竖 条 V Р, Si p 
V = VUF, 


每 一 竖 条 的 宽度 小 于 台 的 宽度 的 一 半 
ӨСТ»), (И, < 1 
《这 里 O(V,) ETER VER). 
其 次 ,我 们 注意 到 U 一 p (V) 由 两 个 不 相交 的 楼 条 
U, = PV) ЖО, = ф-ҲУ,) 


D 以 下 的 讨论 实际 上 只 涉及 六 在 闭 正方 形 人 上 的 性 态 ， 但 为 了 重 于 陈述 可 向 性 
条 人 性 ,我 们 将 范围 菠 许 放大 而 抬 旬 定义 于 开 正 方形 E. 


- 6 061 =. 


组 成 
U = U, lJ Uis 
每 一 横 荣 的 厚度 小 于 品 的 厚度 的 一 羊 


eh 


U, 


图 11-3-2 Ж] ii-3-3 


0(U.), OV) < 1 
(这 里 9(U;) ARRA U, WERE), 
以 下 记 
О = g (F Uy U; fe (Ui), ¿i j= 0,1; 
Va = (О, ПУ) == УСС), ё j= 0.1, 
可 以 看 出 :Uj 是 包含 在 U, 中 的 横 条 НЕР U ERR 
半 


OUa) < 3-8(0,) < +; 
у 是 包含 在 yi 中 的 坚 条 ,其 宽度 小 于 V 的 宽度 的 一 半 
ӨСУ) < 2 Өсу, < r. 
《参看 图 11-3-4 和 图 11-3-5,) 
S-ka tty faas Sgr fiastra sE TO, 1} == 5(2), 


我 们 定义 
U, = ФХУ, NU ) = U, ПТС, а) 
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`. = тҮ 
11-3-5 


опо ОП КО), 
ааа. POU ПИ, е) VN PNV аа 2 
= F ПФУ, Y: ПФУ, 2). 

ЭД, U... Í ERBAT Una ЗВЧ Я ,而 Vipu E 
BET F аъ 中 的 一 又 条 

引 理 3.1 我 们 有 

(1) ФСО, а) = У, ПО, арэ 

pt И, а) ПИ, = V, авз 


.. 1 1 
(ч) OLU soes) < ; OCU мш) < ЭЕ” 


ӨСУ tw) NAV) < 


241 * 
ПЕВА, 
(i) 由 定义 直接 验证 即 得 . 
(н) 根据 定义 有 
| Оч = ФУ, Г аад. 


UVa ыл 


BA oT 在 坚 向 上 是 压缩 压缩 比 二， 所 以 


. „1 
000.) < 900,4) < эк 
ЭК (BHB EJEA ПЕВА 
8(У, ча) <> OV 2.) < зт: 口 
对 于 5 шя С: t*a fags Seja Sas буз Sist" "JE 2102), 我 们 引入 记 
5 


U(:) == n pi(U,) 
аа п U н-д е N 0а), 


V (:) — i) pi 
i=] 
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= 
一 门 У, [| И, з, ). 


с ai 2 
引 理 3.2。 我 们 有 
(1) ФИС) YUG) = V(o(s)) П UC 
(ú) #(V( OO UGG) = 1, 
证 明 . 
(1) Ња 3.1 的 G) 可 得 


pU) = П СОРРИ, 


= Fa Г\ U psk 
ёа 1 


“а Fa Ё U(o(:)) 3 


PVDNV, — f ФОР ЮП. 
. kmi 


mt 门 Ие ла 


k=l 
== F(o{s})s 

PCV LN UCE) = PVEN pV)) 
= pV CNF NU (е(+)) 

= (о) 1 0Со(2)), 

Gü) 对 任意 《EN， 我 们 有 

УС ПОС) СР, з, U, ats 

8( кыш) < с”, 


Д 


OCU РИН < 2% а 


Ame СРС) UC))= 1, [1 
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再 引 人 记号 


А = U PONEY. 
BA Ж БЕБЕК SEA аА, RNAI EN МЕ 8 
5;2(2)—> А ЩТ: 
(5) = V(;) 100), V+ € 2 (2). 

定理 3.3 (Smale) 4 是 9 的 一 个 紧 致 不 变 集 , HE el A ЯН 
ТЖ Т ОШ) RA o: 2.(2) 一 L). 

ПЕНН, 首先 指出 5:2(2)-= А 是 连续 映射 。 事实 上 ， 如 时 
5,16 之 (2) 满足 


1 
46:51) < Ti 


那么 A) MAO 就 落 在 一 个 宽度 二 一 一 T 5 MN < 95362 rh 
65), BDE Va AU, aa 
这 证 明了 4 ЕЕЕ, 
其 次 证 明天 的 单一 性 。 设 ‹,гє DO MEFE k € Z, k2 
0, 使 +, > 0, WA 
U, U, = @, 
PLACII E U, , PAUE U, 
因而 
ACs) Æ ACA). 
WETE IEZ, 1> 0, E4 iu Lp ВА 
Р, ПИ, а 5, 
pA € У, as POCE V,» 
内 而 也 有 
КС) == АСР), 
余下 的 证 明 过 程 与 定理 25 的 证 阴 完 全 类 似 ， 读 者 可 自行 补 


r 15б» 


54 PEOR AB MAE ҖЕН Ж АЧАК EF 


仔 组 地 分 析 上 节 中 的 和 型 ,我 们 发 现 起 关键 作用 的 因素 是 :不 
相交 的 横 条 与 不 相交 的 坚 条 之 间 的 一 定 的 上 映射 关系 、 以 及 这 些 条 
的 厚度 和 宽度 的 一 定 的 控制 关系 ， 我 们 对 这 些 关 链 因 素 加 以 业 括 
和 推广 ,给 出 产生 "马蹄 ”" 式 移 位 不 变 集 的 更 一 般 的 条 件 . 

Gs ya Ty М. 

对 于 给 定 的 0<z< 1,305 ae:[—1, 1]— [—1,1]88 E 3 

EIE) 一 ut xr)! = |x, 一 xal 5 
Wx, 26 [—1., 1], 
则 称 曲线 у= w(x) н Я, 
WRA НЕЕ y = a (x) 和 y— н, (0) 满足 
— 1 =< нб) < (0) 1 
则 称 
U=—((x,y)|—1 =< x=< 1, z,(z) < y < u,(z)1 
а АЗЕ ‚ХА BUL ЕЕ У 0 
OU) 一 _ pax [a G) — wlw)} 
КИН, ПАРЕЗ gv:[ 一 1, 1] ->{ 一 1, 1] 满足 条 件 
оС.) —„(у,)| =< д|у, — 1 5 
Vy, )y€ —1,1], 
则 称 曲线 x = vty) а ER, Ж{ШИ [ДЕУ ишу ЕЯ 
宽度 Ө(У). | 
519141 jS Í EB p 3838 
оо А ЧА 


满足 
Шт (00) 0, 
则 这 些 a Я > = 
А г 
Же 
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是 一 上 “ 横 曲 线 . 
Ж 0958 ЖЯ 2 BRER. 
WH, iz 
UR (z, y)i—1 < rz < 1, 
(a) жс y <ç и? Се) }, 
对 于 国定 的 x*€1 一 1, 1]， 存 在 极限 


lim jP w lim wt) = uir), 
k—=+ = ж + 


Ае Ж T —4- PS 3k 
s:[—1,11—[—1,11], 
WE 
CIES — u(x) | < ajae — arlo 
Wx, х6 [—1,1], 

曲线 y — (s=) 即 为 横 条 UP —1,2,---) 之 交集 。 П 

引 理 42 一 条 产权 曲线》 == w(x) 和 一 条 严 坚 直线 < => (y) 
相交 于 唯一 的 交点 。 | 

WRH, 3RIJSEUEBBLL Fp ЖЕНА Ee 

У = (x), 
= x (y), 
把 第 一 方程 代 人 第 二 方程 得 
x= piuts)). 
因为 
оС х,)) — s(u(x;))| < leky — иб) 
=< Fe] z: 一 х) | 7 
Yrs z € [—1, i], 

所 以 vos: [一 1;1] 一 1 一 1; 1] 有 唯一 的 不 动 点 。 D 

1205—18, щл Ц е A # Ú HER ”组 成 的 则 线 对 决定 
了 唯一 的 一 点 к= (x, y)€ О з [—1, 1] X [—1,1], É Fie 


{н} — отак {19601}, 


* 168 = 


je l| = max íle(z)| 55 
—-1<* 1 
|z| = тах{ |21 IXI} 
引 理 4.3 Ek xz; = Cx, yi) Fk FR BB ER ui ЯП WZ HER 5; ВУЗЕ 
点 C1 一 1,2)， 则 有 以 下 合计 


taral =< l 


1 в 
ЕВН. 我们 有 
lz, — x,| = |s.(y,) — (у) 
10) — (У,)| + | (y) — tp 
«ду у + ll, — ull 
= п|з, — zx] + 0, — ll, 


max{ lje, — #1, |z, — ll) 


类 似 地 有 
| 1 в | + lu, — н] 
= |z: — al + l, — н], 
T j 


|z, — zl = alz — z,| + max{ |2; 一 АР |2; — 0.1}, 
ав < оа ls — =], l — oih E 


推论 4.4 WR eR Би БАУ ГОРДЫ” o, ЯП, 3381] 
相交 于 z, ЖП z,, WA 
ET 2| = 1 а ӨСТ >. 
КЛИН, ш z ЕНЕР УРКО РА ЫШ s, ЖП ш, 553155 в, 
和 ғ, 那么 


1 
1 — # 
证 明 ， 在 引 理 4.3 中 , 分别 考虑 н — u, = z 和 s = р. ыа р 
的 特殊 情形 。 O | 
以 下 设 Ф:0 — R: 是 从 到 (0) WAE: Us tes Uw. 
д Q Ча мА РЫ A 88228 2, Vi" "5 Vw 是 日 中 NN 个 其 两 
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|z: — s| = 


Өй). 


ЖУ RR, BiH. 
#(D 对 于 j= 0 N — 1, 
U =! ;, 
НАФ U RAER Ру ВО л ы, BDE ЕНИ V 的 竖 边 ， 


ЖЕ ОП) 对 于 任意 + 模 条 U C |) ш, 


Ú, т" £ (V n) U) 
是 包含 在 zx 中 的 产 横 条 ЮЕ 
| ө(0,) < >0(0); 


N—1 


| xT ES E i ЖЕ VC U Fis 


P, = pU: NV) 
是 包含 在 V Рул 22, WE 
| 0(⁄,) < *9(V). 
这 里 (er = 1, 
在 这 些 条 件 下 ， 我 们 可 以 证 明 ， 少 具有 紧 至 不 变 集 A со, 
Ф\А 拓扑 共 轿 于 双边 符号 系统 о; UON) (А), 
类 位于 上 一 节 中 的 做 法 ， 对 于 
Emka ty Sas fos Sist tta E SCN), 
我 们 引 人 记 号 | 
Unna Ф СУ ПО о) UN GD, н) 
一 U, 6 (U, ӘП ПФТ, ,), 
К. кы», е ФСО, YV... m V, (V, a 
和 
依据 条 件 С) 和 (ID)， 容 易 证 明 Una BORE Una, 之 中 
BARo Vore, EERE Vapun ZPR RR., 
引 理 4.3 我 们 有 
(i) (О-о) == VN Un 
POV - (YV, = V, uni 
Gi) CU gen) < v9(U,...,) < vt, 
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ӨС Ss N D, = РӨ sps =< pit ri 
又 ,对 于 了 {《-…， 539 f—13 fos firt" .) Є Ум? 
引入 记号 


U(:) me A PiU) 
j= 
ma nN U s.s sk (= ü U sasos] + 
k=ñ k= 1 


VG) = N Фі (Из) 


j=] 


= А Vos (= Ë E ). 
t=] k=4 


我 们 有 : 

0138 4.6 ' 

DD EVEN UGC) = VGN U(e (s 2), 

(ü) ЖСУ(5) П00(5)) = I, 

ВЕ ВА, 

(1) ЖЕЗ] 3.2 的 《i， 读 者 外 证 之 ， 

(п) 由 引 理 4.2 ар, PEHR TCO 与 5 АНН U (+) 相交 
- 于 唯一 的 一 点 ， D 
再 引信 记号 

A= UTCFCODOnECDD， 


SEEN) 

FABI — PE uj ЕЯ 

定理 和 7 AEREA TER, bla HIRAET ОМ) 
号 系统 s: ZCN) 一 УСМ). 

ПЕНН. 将 单 点 集 等 同 于 它 所 包含 的 唯一 点 ,我 们 可 以 定义 A; 
2(N)— A 如 下 

ACs) == ИС) ПОС), 

这 里 只 验证 的 连续 性 ,其 余 的 证 明 请 读者 参照 上 节 自 行 补 是 .如 
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Ж + (€ DCV 满足 
ds, г) = э? 
那么 
ACs) + Ale) € F sopes, ñ 也 ss 
于 是 出 引 理 4.3 可 得 


{5(+) — АС) | < ] 1 


z max ӨСУ sgus, JOCU sossa) 


г! 
1— =° 


А 


55 涉及 微分 的 条 件 


土 节 中 的 条 件 (ID 比较 难 验 证 。 本 节 继 续 上 面 的 讨论 并 用 此 
及 微分 的 条 件 СП) {К (ID. 
设 C! RR 3 pP — R: 是 到 其 象 集 ФОР) ЖЗА, 它 的 坐标 
ARAH | 
= }(хь» 14); 
у = g(x0s 7) 
XE (ris y,) = (ros Yo). ф WUUJDR 2 把 Сао Ya) 处 的 切身 
E (S,, э) ERA Goto RAE (Eo з.) 
‚= feo 十 froo 
20: И 2.20 + уно, 
我 们 陈述 起 及 微分 的 条 件 如 下 。 
ЕСШ) 


(DA 对 任意 ре UJ 0з, (2), E p 点 切 空间 中 的 # ЕКЙ 


形 
58 == CTA т) | Н1 = кз] } 
EARI Xe) 点 的 切 空间 中 类 似 的 良 形 之 中 


„+ ]?2 = 


(agp ICS e = l(t т) | [8.1 < |. }» 
+ В. (Eis Т, © Sp 得 相应 的 СТ зп) == СЭЛТ у) Є Бф) № 
满足 
iml 22 aial 


(Ш)- 对 任意 2 € |) Vo (2670), 把 4 点 的 切 空间 中 的 4 


模 ӘЖЕ 
Sç == (Co эц) S 天 
EAE фО!'(т) ARZ BI BE nz p JE Лр 
Cdp CS 0С SZ a "= {Cn l (эь] < А151}, 
并 有 目 (5 2.2 € S; 和 相应 的 (&› g0) = (Фф! Dat Bis з) E So 应 
满足 
E39 = вё. 
125.1 пит, Я (HD Б Ф ЯА АР 
г. 
RITKE THARA 
(D) + СП) = (П), 
DE Ak ЕЕ. 
5| 5.2 ТРЕВА 8:R 一 R 满足 
. > 0, ШЖ Lll, 
оло, 如 果 || >1; 
(ú) pC) = B(zy, МЄ R; 
Gü) {0 =1. 
ЧЕВЯ, ЖЕҢ 


ез, WR || < 1, 


aG) = ÍO, шш U| >l, 


然后 令 


в) = 0) g 
ñ а) г 
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585.3 Жо;[—1,11-Н 满足 
lelt) (а) S als — |, Vase I—1,1], 
000) < 1, v e [—1, 11, 
那么 对 任意 s > 0, ТЕТЕ ОРНЕК 0:К = К 满足 
LEG) —2()| «ааа, Vas € R, 
ILO) < 1, ЄВ, 
[vn — rOl =< 8, Wie[—1, 1]. 
HEHH, IRAE 
(1), WẸ г< —1, 


“一 Lo), 如 果 ¿> 1, 
我 们 把 > 的 定 艾 域 扩充 到 蓝 个 实数 畏 下， 显然 扩充 后 的 函数 满足 
(е0) vO) 1 < s|, — Yi s € R, 
[2(0)1 < 1, МРЕВ, 
对 于 0<4 < нів, RAA 


о2о) ом 
== |, ñ(r)e(2 + Ак), 
BI $e C“(R，R) 并 且 满足 
|E) — St < YBCO Na + ar) оба 20145 
Sala al М, n€ R, 


IRI < (860100 + tr) ldr < 1, Vie R; 
IEO — v| = {BC lol + ar) — e) ldr 
< 同人 Cr)1r1ar 


=< mf Brdr <e, YER, O 


引 理 ?5.4 设 pP R: 是 到 象 集 ФЕР) HAGAE, 满足 条 
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N—1 N—1 
HORI y cC UJ V; E— n ШН, ac UJ Vi 是 一 条 


f£=0 . f=D 
п. ШФ? = 0, Пу 映 成 中 的 一 条 疡 到 曲线 J?)， 
% Æ š — У, Пг 映 成 Ui 中 的 一 条 所 模 曲 线 Ф105), 
ШЕВЯ. rh reri) 给 出 ,这 里 ”满足 
|e(y,) 一 007) 1 «|у |, WE [—1, 1], 
ШЖ у 是 光滑 的 ,那么 容易 得 到 
|Су) «а, УуЄ[-—1,1], 
因而 | 
(e'(y), 1) 65+, Vyc[—1,11. 
А {ЕЖЕН НЧ дА (аз, У) ЯШ (z, У) Е ?, ir 
жа = f(x, y), 
(x;, у,) = ф(х,, Ya), BH 1, = & жү, у); 
x, = f(x;, У), 
(х3, у.) = Cras У), В] Н = кх, ya). 


”利用 Cauchy 中 值 公式 和 条 件 CIIT) 可 得 


Xa — Z (| am №07), Y1) — Heya), Ya) 
Ya — | |#((у,), y) — E(e(y;), У) 


Jelok), бо) + Flet), 2) 
2.0005). 6) (5) + 2,6065), б) 


=н, 


Вр 
|x; — al < |>, у, 
因而 ФС?) 是 一 个 范 数 x = c (у) 的 图 象 ,并 且 
[wt ys) 一 MEI = F| y; ЛЕ 
Vy, уе—1,1], 

ЯТУ 不 一 定 光 滑 的 一 般 情形 , 根据 引 理 5.3, 我 们 可 似 用 一 
ЖАА ШЕШН Р RRE, i p = U, n ?, Nge) 是 
Жаша. тщ FRAT r, ФС?) 一 致 收 敏 于 фФ(?), 
这 证 明了 F) в-а ЕНЕ, 0 
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HHHH na үг a ae rr шли. assu + 


命题 5.5 ЗСО фар R: 是 到 象 集 A(P) КИУА. 
如 果 由 对 于 0а < =. 满足 条 件 О) 和 (Ш), ЖАТУ z = 


二 keza. 


1—=# 
ЕНН, ayc ж-н. 由 引 理 5.4, 显然 把 
i=ü 


UNV 变 成 & 坚 条 
P, 一 Ф(ОШ,ПУ)СУ,, 
还 需要 验证 关于 宽度 的 要 求 是 否 得 到 满足 ， 设 Ро 和 P 是 ,在 
Fa — Ф(О,ПУ) 
的 边界 竖 有 曲线 ФС?) 和 eY 上 ， 有 相同 然 举 标 的 两 点 ， 以 平 
{ТР ЖЕНЕ ЕНЕ p— РСР) G e [0, 11) 联结 这 两 点 
pO) = (1 —:)P, + tb, t€ [0, 1], 
显然 
Pe) = P, — P € SZ, 
ЕНЕВ z = 2r), ХШ 
z(z) = Ф(0(:)), í:€ [0,1], 
由 条 件 (0) 可 知 (2) = (00), у(0)) 满足 
#02) = dp G) Є Sins 
Се) Z: а 1С) > 0, 
因为 200) 对 于 1E [09, 1] 不 变 号 ,所 以 


вра = | lea 
=< |, Ко: 
= a| (1) — (001 < aled) — z(0)1, 


注意 到 = 一 z(£) 是 一 条 上 可 曲线 ,而 z(0) ЯП 2(1) aE e 3⁄8 
ша Б Р Ер ro 和 >, 的 交点 ,由 推论 4.4 可 知 - 


[AD = AO! Ev), 
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ЁЁ . 
— = (P >. 
|P, — P| Ey (Р) 


这 证 明了 :对 于 r= 一 一 ， 
1 — 8 


PV) < x0(p), D 


56 Smale “БДИ” ЖЕЛИН ОД ir ИКЯЕ Bš 
的 结构 稳定 性 


Smale “ORP Npa pP = В PARER R 
(HI), ПЖ ЕШ, ФАБ C' 小 扰动 之 后 , 仍 能 满足 这 些 条 件 . 
引 理 6 15 0<gp < 之 1。 则 对 于 在 C' 意义 下 充分 接近 于 凶 
的 Ф, 
4+1) X [—1 + 8, -8рпо 
和 
Hi1} X [8,1 + 5])rn 9 
部 是 上 Н, 
ПЕНА. їе п, 2585 
РС) = (+1, 2), Ela, P], 
及 其 在 由 作用 下 的 象 
(хт), yG) = (аб), y (02) = ф(РОг)), 
我 们 知道 , 当 2 = Ф 时 
žr) 
p (z) 
所 以 当中 在 CG! 意义 下 充分 接近 时 应 有 
же) | арба) 
ў(2) ўсе) 


== 0, 


= д, 


这 了 时 显然 有 
Jela) — (6) | = ні у.) 一 En . 
М, hE [Æ B]. 
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EO 


PH AGNO ЯНЕ. 1) 
注 记 6&2 由 上 面 引 理 很 容 甸 家 测 ， 河 } СМТ 
j PRI Ф, 条件 (1) 仍然 成 立 ， 
А5 R ру а 1 ЈЕ 
St == (Е, т) Е ВЕ < alni} 
Же REO 
S- = {(5, 1) E Rj ja) «АЕ, 
51 6.3 ЕНА ЯН 
А == W el RR (65.1) 


WE 2& ËF 
о < 141 + lonje <, (0 < lanl + lan “< a)» 
jaa} 一 lanja ha! 一 farle 
则 
А(5%)С8* (ASTES), 
证 明 ， 设 (22%) € 5+, 
j = auo 十 auos (6.2) 
1 == 4160 + dano, 
wij | 
[Е = ао + воя = (|а| + [а | а) iaol 
< UC |а| — janl a) 1%] 
= 天 | ao 十 agl = Pim). 
ТАО Ил СА S PARAO AR en ERA 0 
5198 64 对 于 0<r 二 之 1， 可 以 选择 充分 小 的 8 > 0, 


使 得 只 要 线性 映射 (6.1) Е 
[< + E ss ] (6.3) 
=s == — g А | 
就 有 
4(8+)с5*, (6.4) 


IP RDA 
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[Г + laule ё + (r + e Ju 
|а, | — [ал |а т! 


当 上 一 0 时 上 式 右 端 为 


* 
— £ — ЕЦ 


PELS e 充分 小 时 仍 有 - 
g + {т + Е) 
T — Е — Ен 
- 注 记 65 在 上 一 引 理 中 ,可 以 把 条 件 《6.37 换 成 
= ”人 |， (6.3) 
= 8 == + ë 


< =, {1 


同时 把 结论 换 成 
AYES, (6.4 Y 
5198 6.6 我 们 沿用 引 理 6.4 的 条 件 和 记号 。 Ав = 0 Ж 
分 小 ,就 可 以 使 得 
[nn YE ES。 (6.5) 
WEHA. H (6.2) 和 《6.3) 易 得 
l| = |а, + aama! 
= (layl т | а |) || 
= (r — Е —вг)|зь|, 
当日 一 0 时 
r 一 一 0 一 TD 
所 以 当 8 充分 小 时 仍 有 
r'—s—=> t O 
注 记 6.7 在 上 一 引 理 中 ,可 以 把 条 件 (6.3) 的 成 条 件 (6.3, 
同时 把 结论 换 成 
|Ë | 2 lil YCE m) ES. (6.5 у 
定理 6.8 Smale “BS” EK h ДР ХЕ НДЕ ШКЕЖЕ 4 上 是 
结构 稳定 的 . 
证 上 限 ， 由 上 面 的 讨论 人 引 理 和 注 记 6.1—6.7) 可 知 ， 对 于 在 С 
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ЖУКЕЛ P p BU Ф, ROO RMA СШ) 得 到 满足 ,因而 
中 也 有 一 个 相似 于 4 的 移 位 不 变 集 А. 仿照 定 娃 2.6 就 可 以 完成 
AE ERER, 0 


57 ЖТ Cantor 集 的 一 点 注 记 


RIERA, 在 $2 和 5$3 的 各 例 中 出 现 的 移 位 不 变 集 , 都 具 
有 类 似 于 Cantor 集 的 构造 。 这 并 非 偶然 现象 。 事实 上 ,拓扑 学 中 
的 一 个 定理 告诉 我 们 : 任何 紧 致 的 ,完全 的 ,完全 不 连通 的 上 距离 空 
АГАВА F Самог 三 分 集 ， 据 此 ,我 们 可 以 断定 ， 任何 移 位 不 变 
ЯА АЈ Р Cantor 三 分 全. (参看 [18], 第 97 页.) 


* 180 < 


k ae rm 


PTZ WEMAS Riemann 几何 介绍 


RAO H Pr Е О 45 ЕЛ КВО < ЛЕНЕ 
态 。 为 此 ， 需 要 用 到 一 些 大 范围 的 分 析 工 具 . 这 主要 是 下 一 章 将 
要 介绍 的 裁 面 空间 与 映射 流 形 。 本 章 介绍 为 引 人 这 些 工具 所 必需 
的 基础 知识 .已 经 熟悉 这 一 部 分 内 容 的 读者 可 以 浏览 一 遍 主 要 的 
定义 和 结果 ,然后 转 入 下 一 章 ， 


51 [кА = ЛЖ 


通常 的 Euclid [ЖЕ R. PN А В. 拓扑 结 梅 与 线性 结 
构 ， 耳 此 ， 觅 射 在 一 点 邻近 的 线性 化 ( 签 分 /可 以 在 这 空间 自身 中 
HÍT, пп 弯 则 ”的 空间 (一 般 的 簿 分 流 形 ) 不 能 具有 整体 的 线性 结 
构 ,为 了 进行 线性 化 的 讨论 ,必须 按 一 定 的 方式 给 其 每 一 点 配 上 一 
个 线性 空间 ( 切 空 间 )， 一 般 说 来 ， 一 个 给 定 的 拓扑 空间 或 者 微分 
流 形 ,其 每 一 所 都 按 一 定 方 式 千 人 台 一 个 线性 至 加 ,这 样 的 结构 城 是 
RARA КШ ПЖ НЕ М. 
定义 11( 向 量 从 ) 设 己 ,七 是 拓扑 空间 ，*: 五 一 大 {ЖЕ 
В Я, А-А, РТТ 
(Е. п, X, К) 
是 一 个 起 维 实 向 量 从 (有 时 也 说 х: E — X EAk EEA, 
或 者 更 简单 地 说 王 是 一 个 太 维 实 向 量 共 ) :如果 
(1) 对 任意 хєх, 
FE, = я (х) 
EH & ҖЕЗЕ А] Et 22 [Је ЖЫ; 
(2) 对 任意 noé X, FE x, #E X PHI R U А 
йл (U) — U x R$, 
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WA E FIRI: 
(2а) Pok 一 я, BUDP ЕР ЗЕЙ, 


x Cty U x Rà 


`. 


这 里 如是 从 聚积 空间 UX ВЕ 到 第 一 个 因子 口 的 投影 ， 

(2b) HE reU 

hlx Cr) :na а) — íz) x Rš 

是 线性 空间 的 同 构 . 

ЖТЗ ЖКА ЖЕ zw 点 的 一 个 局 部 末 凡 化 邻 域 , :UD)> 
U x Rt 称 为 是 可 应 的 局 部 平凡 化 同 腑 ， 有 时 也 就 简称 为 局 部 平 
Ate. 

HTAR (Е, х,Х, Ri), E ЖЕФ |81, X ER ЛЕЛЕ ГВ), = 
ЖК АДЫРЫ АЛАКЕ, К, =a ЖШ ЛА Ж д х 上 的 纤维 ， 
Rt 称 为 是 向 量 从 的 纤维 型 

ЇН, ЖЕ, X EC RORE, =: E — X Fk С 淹没 (sub- 
mersion), 并 雪 求 所 涉及 的 局 部 平凡 化 

h; (U) — U x R? 

R: C ПИ, ЗЕЕ В А СЕ, <, X, НЕ) 称 为 是 їп] 
EM, Се ТАЛА У КУЕ ТАЈ ДА. 

定义 1.2 СНЕ ИЙ CE, <, X, RI Яп (Е, =, 
X', RU) ЖЛЕ ЛА,ОЖ ЕТЖ, F:Q -> Е' ЯП }:я(О)—> 
K ЖУЛЫН. FRAEN A f НУЛЕ ЕВО 3 ‚ШЖ 


mo F ы [ея " 


; 


ИШТЕН Ей. 


0 一 -一 > 


«Оу» 
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ERIGA EDA SPF 把 纤维 E, 一 x (a) 39355 
E, 19 = т (NO 
ph. À. ЖЕЙ 
Er == Cr) }(х)) 
之 中 ， 事 实 上 
БЕО, (Ë) = r = x (F (Ẹ)) = JK). 
定义 1.3 СТАЛАН Н)? it (E, л, X, RÌ ACE, >, X', 
R£) 是 两 个 向 最 从 (C ARA), F: E — E' 和 f: X — X' 都 是 
连续 映射 (C 映射 ). 我 们 说 F E а J АО — Tin Е ЛЕЯ. НЕ 
(1) F ERS f 的 一 个 保持 纤维 的 映射 , 即 
m° F == Fox; 
(2) 限制 在 任意 一 条 纤维 E, 22 F. , FERRERS. 
例 14 乘积 空间 X x Rt 是 平凡 的 向 量 从 ， 从 X x R: 到 
Y XR 的 保持 纤维 的 映射 F 可 以 表示 为 
RAY а= GF), Dlx, E). 

#15 C МИШ АТМ JC IE A. MOREM 
AC 流 形 NN 的 C' 映射 F: M — N 诱导 出 一 个 [ау ШЕЙ} 
TI: TM — TN. 

设 (Е, =, X, R) 是 向 量 丛 (Cr 向 量 从 ), х6 X , ЭБ xo BJ 
两 个 局 部 平凡 化 领域 Ua, Us 和 相应 的 局 部 平凡 化 
йыт (U) — U, x R$, 
hasa (Ug) Us x R$, 
显然 
ЁроА (U, N Us) x Rt—> (U, NU) x Rt 
ИЕ (С Е). Т zc U, G U;, 
Баойш!:{х} X К {r} X R£ 
EEE AM Желш! 可 以 表示 成 
haoha (x, £) = (x, & ыб®)&)» 


1) 在 有 的 文献 中 称 之 为 向 量 从 同 恋 . 
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这 里 faul 是 从 Rt Ж] RE pR hk lal EJ 
gs (xz); Rt— Rt 
E > gs E)E, 
我 们 可 以 把 
ħala (x) Ce) — {xj x Rt 
种 
Бая (к) я (Cx) — (z) x Rt 
视 为 纤维 а (к) 上 的 坐标 系 . 于 是 ga (z) 就 是 从 一 个 学 标 系 到 
另 一 个 坐标 系 的 纤维 举 标 变换 ， 
AER HE НАСЕ ШЕЙ O 映射 ) 
Esu: U П Ов — GL(Rš), 
应 请 足以 下 关系 
8.0) Вв. Ск) = 8..6), Ye E UN UN Ur. (LI) 
特别 地 , ТЕ CLIPE ry = g = a 可 得 
R. C) == 1, Vx € Шш, 
# (1.1) 中 取 y = a 可 得 
Bap) = KEk) МЄ UN Us, 

定义 1.6《 转 换 函 数 系 ) 设 x 是 拓扑 空间 СС 06), {0,) 
ЖХ ВЈ 06. 如 果 对 任何 使 得 U. U, = 名 的 tg 和 8, 给 
定 一 个 连续 映射 《Cr 映射 》 

Boo: UN Up ж GL(R*), 
ЗЕН ЯДЕ Е: 
8,6) Es (w) "= 8.65), Vx € U, U, G Ure 
列 称 Vg. Ü) 是 与 天 覆盖 U) 相关 联 的 一 个 技 换 函数 系 . 

前 面 我 们 已 经 看 到， 向 量 从 底 空 间 的 任何 一 个 局 部 平凡 化 荞 
盖 决 定 了 一 个 与 之 相关 联 的 转换 函数 系 ， 其 中 的 转换 函数 即 纤维 
БАЈ, 下面 我 们 将 证 明 : 给 定 拓 扑 空间 (《C 流 形 )X 的 
Еж (U, 和 与 之 相关 联 的 一 个 转换 函数 系 

Epai U YU, ж СЕКА). 
тїр Ы — 1а АА СС” п] АА) 


y> 184 >» 


(E, x, X, R), 
它 在 各 U, 上 可 以 局 部 平凡 化 ， 并 且 按 这 局 部 平凡 化 所 决定 的 
xx] 上 的 纤维 坐标 变换 怡 好 为 gpekx)， 

为 此 下 的 ， 先 介绍 一 些 简 单 的 引 理 ， 

引 理 47 Pk E = UE, 各 EE; 是 拓扑 空间 (拓扑 为 7;), 如 
RHEW i, aE A, E, | E, E. E, K E, PARF, HE E, 和 E, 
的 拓扑 在 ,站 EB。 中 的 限制 是 一 致 的 ， 则 可 在 上 引入 拓扑 ,他 
得 各 E, WENE, HERNES Е, 之 中 。 ЕТРЫ Е, ВО 
扯 一 致 ， 

证 明 ， 在 上 定义 拓扑 

SGOTCEIGNE Є S#,, VA € А}, 
对 任意 He Sr i, {ТН НП(Е,ПЕ,) є %,. 20 

НПЕ, = HALE ПЕ,)СЕ, ПЕ,, 
而 Bi 与 Ex 在 Е,ПЕ, 中 的 拓 盾 是 一 致 的 ,所 以 


HN E, € S n 
这 里 z€ А BERA, Am 

HES, 
这 证 明了 

S”, ,C 5°, 


У.ЖЕЖ Ge s 。 如 果 GCE, Hi 
G= СПЕ,Є SA П 

引 理 18 P Ex(4€ A) ERRE, (Yis 7DE A) 是 
一 族 拓 村 空间 , ka E, —> Y, € A) 是 一 族 单 , 满 映 射 。 如 果 对 任 
Ж 1, дє A, А,(Е.ПЕ,) E: Y, PFE, ELNE) Æ Y, 中 
的 开 集 ,并 且 

Aach AE, Г\ E.) —> Añ LEL N Ea) 
是 同 胚 ,; 则 可 以 在 E = U E, 上 3 引入 拓扑 。 使 得 各 Е, EFR, 
并 且 
Ay: E, > Y 
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ЖА. 

证 明 。 在 各 Е, Бе Б 

= [HCE HE S y, 

再 应 用 上 一 引 理 在 Е = ОЕ, 上 引 人 满 足 我 们 要 求 的 拓扑 
=. oO 

引 理 19 ”如果 在 引 理 1.8 中 的 各 Y ,G2 € A) ECE, 并 
且 . 

hath ВСЕ ПЕ.) ~» AEN Ea) 
是 C REMTE E = U E, 上 引入 Cr 微分 流 形 结构 ,使 得 各 
h: E, — Ya 

是 C' RARR. 

证 明 。 按 照 引 理 1.3 pART E =U E, 拓扑 结构 。 对 


ТЕЖ хєЕ,, 设 (У, Ф) EY А, (2) 邻近 的 局 部 坐标 系 , 找 
们 取 
СА СУ), Poka) 
为 x 邻近 的 局 部 坐标 系 。 雇 这 种 方式 引进 
E = бу E, 


ВС 微分 流 形 结构 ,就 满足 我 们 的 要 求 . П 
定理 二 训 《由 转换 函数 系 构 造 向 量 丛 ) 设 芝 是 拓扑 空间 (С, 
WE), Walor ХР, {гь} 是 与 之 相关 联 的 一 个 转换 
函数 系 ， 则 可 构造 以 X 沪 底 的 向 最 从 《CC ТАВ ЛА© E EA {UA 
ЖАЛЕ ТЕЗЕ. (ер. (а) 为 相应 的 纤维 坐标 变换 . 
HERH. BATE | 
Ë = U (U. x Ri x {a}), 


并 在 Ë E5SDA =": 
W š, G) ~ (y, n, 8) 
HHR += y, 1 = gs.(r)8, 
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然后 按 此 等 价 关系 作 商 集 
E = j~. 
百 是 由 等 价 类 [(х,&,%)] 组 成 的 集合 。 属于 同一 等 价 类 的 【tf， 
Esa) Ñ (y. n, 26) УЕ х= у. 因此 可 以 定义 
= F — X 
[fx £, 0)] — x, 
W JE — TMH. 
集合 U) 的 任何 元 素 都 可 以 唯一 地 表示 为 [Ge, E, a) 
的 形式 (其 中 的 标号 为 mo) ,因而 可 以 定义 
Алт (Ua) >U, X Ri 
[Crs ë а)» (х,у, 
A, 显然 满足 
p o À, = x. 
НЕЛЕ НУ А. 是 单 А „ЕН. 
Авой: (0, ПО) х RÈ —> (U, ПО) х ВА 
Сх, £) > (x, Ё „б ® ЕЁ) 
EAA (Cr 181 Е). 因而 可 以 通过 {Ahaa ЕВЕ U, x R 


的 拓扑 结构 (C 流 形 结构 ), 定 义 E <= |) KZ 上 的 拓扑 结构 


(C 流 形 结构 ) ,使 得 各 = (U, 为 开 集 , 并 且 
hain (0,5 60, x Rš 

是 同年 Cr АВ). 

这 样 ， 我 们 构造 了 以 蕊 为 底 空间 的 向 是 从 《Cr RAE, т 
以 (U... 为 局 部 平凡 化 蹇 盖 并 且 相 应 的 纤维 举 标 次 换 为 {8 
(к). m 

99111 iM E — mHE Cr 流 形 (r > 1), {Ua o.)) 是 
其 局 部 坐标 系 。 对 于 好 的 开 咱 盖 {Us。}， 以 

Ев. m D(g epi): О. U, — ССВ") 

为 转换 函数 系 ,这 样 构成 的 С^ 向 最 从 , ВА МЕИЛ T M. 
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定义 21 (向 量 从 的 向 构 ) it (E, =, X, RY ЯСЕ, m, 
X', RÜ 是 两 个 向 量 从 (CHRM), F:E — FE ERa [X> 
X' 的 侣 持 纤 维 的 连续 映射 (СЫЯТ). mR F RAER Е 
是 向 量 空间 的 间 构 WE F EMEN E АЛА МАА, 

对 于 X =X, j= id WRR, RIAA FEX. 

定义 22 (向 量 从 的 等 价 》 еа (E, л, X, R+} 和 (E', к', 
X, R 是 了 两 个 向 量 从 (C HEMA) mE F;E Е 是 覆盖 id: 
X — X PIRI TRES (C' ВЕ) ЗЕН „ЫЛЕ АЕ E 
Ес ТАЈА Эз ТАЕ, WER F EM E E Е’ 的 向 量 从 等 价 映射 。 加 
FARRIS rl ЯН ТР ЛЕ s RRE A E ЯП JA Е' 等 价 ， 

注 记 23 在 定义 2.2 的 条 件 下 , ШЖ 

ñB: U) — U х ВК A) (Ur — U' x Rt 
ТУЗЕ EREE +. € X 促 近 的 局 部 平凡 表示 ，, WAE + 邻近 五 可 
局 部 表示 为 
ро Вод t (U AUD x Rt— (U r U: x Rt 
(x, Ë) i— (х, EOE), 
这 里 
g:U ГЫ — СОСКА) 
ХЕ ВА Я СС" h sj). Ип F-' 可 局 部 表示 为 
用 下 有 《人 x R$, 
(x, š) К—> (xz, CEGE 

由 此 看 出 FEM E 到 五 的 等 价 映射 ， 

容易 证 有 明 : 向 量 共 的 等 价 是 一 种 等 价 关 系 ， 

THE ,我们 考察 向 量 从 的 等 价 引 出 的 转换 消 数 系 之 邮 的 关系 ， 

沿用 定义 2.2 中 的 记号 . Ж {Uu} M {U 分 别 是 XX 的 关于 疝 
EMA ЕЯ E ВАЗЕ МЛН, (g ay 和 841 分 别 是 相应 于 U0。3 
和 {U0} 的 由 纤维 坐标 变换 给 出 的 转换 消 数 系 .于 是 
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hacha (x, Ë) = (x, Быбх)&), Vre UNUs, EE Rt, 
hohy к, E) = (x, Bi CJE) » V<: € UN Uis ЄКЇ, 
设 F 的 局 部 表示 为 
до Род! х, E) == (x, Ё.с) ), 
Yre U, П0;, ЄК, 
则 有 
Biak E)E pk) = B. (xz), Yr € U, U Y U;, (2.1) 
Ён Ск) g (z) == фыбх), Vx € U, n U: n Di. (2.2) 
EX 24 ХЕЙ ЕВ (Об), (U. 和 (U; 是 X 的 
Ж, 
8:0, —> GLR?) 和 8:000; — СІВ) 
分 别 是 相应 于 {U 和 {Ui} 的 转换 函数 系 ， 如 果 对 于 任何 使 得 
UNU: = @ аг, ТЕЛЕ ЖЕБЕШ] (C' 映射 ) 
B. IU, UU: — СОСКА), 
这 些 区。 满足 条 件 (2.1) 和 (2.2), 刚 称 转 换 函 数 系 {6} УРЕ ра 
Жок (gy) 等 价 ， 
定理 2.5 设 (Е, я, X, R) 和 (Er, а, Х', RO 是 向 最 从 
СС” AEA), {Оу 和 {Ui]} 分 别 是 它们 的 局 部 平 几 化 办 六 ， (£p) 
各 {ep} 分别 是 由 相应 的 纤维 坐标 变 狗 给 出 的 转换 函数 系 。 ШЕ 
和 Е' 等 价 的 充分 必 村 条 性 是 {gee} 与 【er 等 价 . 
证 明 、， 条 件 的 必要 性 的 证 明 已 见于 前 面 的 讨论 。 这 里 我 们 来 
证 明 人 条 件 的 充分 福 。 设 (gl 与 (gu) 等 价 , 则 存在 一 族 连 续 映 射 
《Cr RA EAF 
Ёг:У. ПИ, — GLCR*+), 
WER (2.1) 7 (2.2). 通过 局 部 平凡 化 
Aare CU O — U. x R£, 
bp: Oy — U; x R$, 
DE ЖШ 
F; CU, пи) x Rt— (U, UI) x Rt 
(xz, š) — (x 3 BOEN 
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Fla (CUNO) = (AI) Род. | CU NU), 


x (0,005) =Í UN U) = ж 《UN UA U,) 
或 者 

a (UNUD Па СОП) = = (UND NTU) 
之 上 ,表面 上 上 王 可 以 有 两 种 定义 方式 .但 利用 条 件 (2.1) 和 (2.2) 容 
ЭШЕ: 开 的 这 两 种 定义 是 吻合 的 . 这 样 F 定 义 了 一 个 从 到 
E ORJI. FAME FEMER Еа. 1] 

注 记 2.6 于 面 的 定理 说 明 : 向 量 共 的 等 价 类 与 转换 函数 系 的 

等 价 类 是 互相 唯一 确定 的 ， 


53 于 从 与 限制 . 回 退 与 Whitney 和 


定义 3.1 (TIJERA) iZ (E, х, X, R*) 是 一 个 同 量 从 (C' 向 
ВЛА). RIJE ECE 称 为 了 的 子 同 量 从 ,如 果 对 任意 хєх, 
ЛЕ x 的 开 邻 域 吕 和 EE 的 局 部 平凡 北 

740) +0 x Rš, 
使 得 
hx CU YE I) = U x Rà x 10), 
AE k, ВЕ ЖК ААХ. ААА. 
定义 3.2 (GJR A BS Ы) 设 (E, r, X, RO 是 一 个 向 量 丛 
(C 向 量 从 ), 5 E X АЈ РАО). 显然 
(aS), rjr (5), S, ВА) 
也 是 一 个 向 量 从 (C 向 量 从 ), 它 被 称 为 是 向 晤 从 (EE, =, X, RHE 
5 上 的 限制 , 记 为 
(E, w, X, К |5, 
或 者 更 简单 地 记 为 ES. 

以 下 ,我 们 给 出 由 已 知 的 向 量 从 构造 新 的 向 量 从 的 一 些 例 子 。 

其 中 一 个 十 分 有 效 的 构造 方法 是 : 利用 原来 向 量具 的 转换 函数 系 
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My ERROR PR ЖУ ж, Жан ТАЧНЕ ВАЗА E НЕ ar BU E) 
Жы, 根据 §2 户 的 讨论 ， 用 这 种 方式 定义 的 新 向 量 从 是 在 等 价 
的 意义 下 唯一 确定 的 ， 

定义 3.3( 向 重 葵 的 回 退 ) it (E, л, X, R) 是 一 个 向 量 从 
СС” Тар ЛА), У 是 一 个 拓扑 空间 《cr 流 形 ) ,而 

f:Y — X 
E— TERA} (Сб), 设 (U. EX X F'I8| Et А E + 
ЖИБЕ ТАЕНЕ, {gw} 是 相应 的 转换 函数 系 。 显 然 UU.) E 
Y 的 一 个 开 覆 羡 ,而 郑 数 系 {85.5f} 满足 
Era AOPE G) = Brolt Су) ), 

| Yre HUDA UI ПСО, ). 
因此 ,按照 定理 1.10。 在 在 以 Y ШЕПТЕ ЖАА (С^ 向 量 从 }， 它 以 
{Г (UV) 为 局 部 平凡 化 覆盖 , 以 ireo) 为 相应 的 转换 邯 数 系 . 
хе нҮ АЈ М. PR EI А, E iË Bh Ph f АЕ, 
记 为 fs E, 

注 记 3.4 和 粗 赂 地 讲 ,向 量 人 避 的 回 介 ,就 是 把 f(y) ЕХ 之 上 的 
纤维 x (TG) 拉 回 来 作为 ye Y 上 的 纤维 , 这样 构 造 而 成 的 向 
EM., 

定义 3.5 (J ЖААШЫ Whitney 40) it (Е, m, X, КК) 
Яй (Е, =”, X, R) 是 同一 底 空间 XX 上 的 两 个 向 量 从 (Ста 
从 ). 取 针 关 于 这 页 个 从 的 局 部 平凡 化 覆盖 {U。}, 设 这 两 个 从 相应 
ИЧЕ ЖЕ РЁ ROR DI {йз} 和 (gay. TE 

Esa (z) € GL(R: , fala) E С1(Н*”), 
Yre UN Up 
RIIA 
Bpatx) 0 
Ü 28.) 
Yr € U. U, 
ЖЕ K= K +". ХХ, RAET 
ga | Ua Us ССКА), 


gal) = | [s GLD, 
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容易 验证 {gre} 是 一 转换 前 数 系 , 因 而 生成 一 个 Xx 上 的 名 维 实 向 量 
从 忆 ， 这 样 的 向 量 从 称 为 是 向 量 从 EB' 和 向 量 从 EE” 的 Whitney 
和 ,或 称 直 和 , 记 为 
E = КЭК”, 
注 记 3.6 和 狂 略 地 讲 , 在 每 一 点 re X, 把 向 量 从 B "和 EB” 的 
纤维 Е, 和 E* 的 直 和 ELDE? 作为 纤维 , 这样 做 成 的 向 最 从 Е, 
就 是 向 量具 E' 与 向 量 从 Б" 的 Whitney ЖП. 


S4 [向 量 从 的 Riemann 度量 


定义 .1(Riemann 度量 ) і (E, xz, X, RO XHEMA, 
EE 上 的 Riemann 度量 《C"-Riemann Е) — 4 EE šE ШЕ] (Cr B: 
F) 

В:ЕФЕ >R, 

ERIE EDE, 上 ,是 E, 上 的 内 积 , 即 对 称 、 双 线性 、 
正定 的 实 函 数 ; 

(1) #(&,лу— P(n, E), YENE E,; 

(2) BONE + А83, Ту = HACE n) + 1,005, л), 

Va, АЕК, Ё, Eo të Е; 

(3) ECEE) 22 0, ЖН (Е, E) — 0 = = 0, 

LF, Riemaan 度量 常 记 为 <Ë, ny 惑 者 KE, 7 等 。 

例 42 对 于 平凡 从 X x Rt*， 一 个 显然 的 Riemann 度量 是 


Á 
(х; His 人 (х; брут TOD _ У? HiFi, 
#= 1 


任何 疝 量 从 都 可 以 通过 局 部 平凡 北 在 各 局 部 按照 例 4.2 的 方 
ASIA Rieman 度量 ， 对 于 仿 紧 流 形 M ， 我 们 可 以 设法 把 这 些 
局 部 定 兴 的 Rieman 度量 “ 粘 合 ?起 来 , 做 成 整体 定义 的 Riemann 
度量 .为 此 ,将 利用 单位 分 解 的 技巧 . 

引 理 4.3 (单位 分 解 〉 设 X 是 一 个 仿 紧 С ЖЕ 《0 =< + < 
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+00), (U... EX ИЕ Ж— j TF a ‚ШР £ — k РАЖ 
{85]вевСсО'(Х, R) 
满足 
(1) 0 = 0x) << 1, YE B, x€ X; 
(2) E LEB, FE о(8) є A, ER 
ѕпррбвС 07,68); 
《3)f{supp8p} 是 局 部 有 限 的 ,并 且 
> б„(х)= 1, V: € X. 


IR: 


这 里 
supp = {x € X |Ə8(x) == 0} 
这 样 的 组 数 系 (9 she a WHEAT AE (U, АУ C' 单 位 
DE RPDE WRAAE {О}, 本 身 已 是 局 部 有 限 的 ， 划 可 
B B = A4, ще 
supp@, TCU, Мае d, 
这 引 理 的 证 明 . 见于 一 般 的 流 形 论 的 书 中 ,这 里 就 不 详 述 了 . 
定理 4.4 设 X 是 仿 紧 C' 流 形 (0 < += =< +o), 而 (E, т, 
X, Rt) SEX ЕРУ Or AHAA., MER EFEC 的 Riemann EE, 
HEB. RX 的 关于 向 量 从 的 局 部 平凡 沙 才 盖 [Uea R 
失 一 般 性 ,可 设 (U... 已 是 局 部 有 限 的 , 因而 存在 C' 单位 分 解 
{89。}。e4， 满足 
зирр® CU, Yee 4, 
设 神 应 于 О. 的 局 部 平凡 化 为 | 
Ah tm СО) — U, x RA, 


我 们 置 
(E, л) = 人 ,(9)>, 如果 EEEn, z£ € |, 
0, 其 他 和 情形， 
KE (RRE 4.2 中 所 给 的 内 积 。 显然 (E, т) 是 对 称 的 , 双 
线性 的 , 非 负 的 ,并 县 对 于 使 得 B(x) 550 Ву x, (Ë, n>. #E E, 上 
还 是 正定 的 ， 又 置 
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= --— а a. n+—  —s- s s. = == со == 


(2,7) = D Е. aJa (4.1) 


KARA {U.} 是 扁 部 有 限 的 ， 对 任意 的 上 ,me E, z€ X, ЫЖ 
和 式 中 除 有 限 项 外 者 是 0, AMRES A, HF 
Ў 6.0) = 1, Vz€ X, 

BODEK; Е-Е E, Бериле АЧ, АТАНУ E 
Bu— С" 的 Riemann ЖЕ . п 

ж У 4.5 (Finsler 构造 ) 15 (E, n, X, К) ВАВА. Е 
上 的 一 个 Finsler МОЁ JE — 4 EE S ЮЖ 

y: E — R, 

它 限 制 在 每 一 纤维 Ere X) > LIRR E, EAR. 

84.6 HEA (Е, x, Х, RD 上 的 一 个 Rieman 度量 i, 
自然 地 诱导 出 一 个 Finsler 构造 


Н = Ау САГ EEr хЄХ, 


55 线性 映射 从 


Ж Ж. 5.1 {线性 映射 从 ) 设 (Esm, X, НЕ) ЯП (E”, xz”, 
X, RX”) 是 同一 底 和 上 的 两 个 向 量具 (CARA) Бхр 
两 个 从 的 局 部 平凡 化 覆盖 (U. 设 这 商 个 从 租 应 的 转换 函数 系 
分 别 为 Íza) 和 {gpso}， 对 于 任意 的 +E X, 考虑 Es Aj E; H 
性 映射 oy € LCE:，Ex)， 异 肪 于 E 和 ”的 局 部 平凡 化 ,可 以 
把 .ay ERISA А” >x А BEF 46 КиК" ， 随 着 局 部 平凡 化 的 改 
变 《 即 纤维 上 坐标 的 改变 )。 .er 的 矩阵 表示 也 应 作 相 应 的 政变 ， 
根据 上 述 考 虑 .我 们 定义 一 个 新 的 转换 滑 数 系 如 下 : 
Вв: У. Us — GLR OY, 
Ва) 4 = рв) A (вз„(ж)) ', 
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由 这 转换 函数 夭 lz a Y GE X BJ К А” Эсир дА, Жу дЕн ГӘ А 
从 Е" Ар Е” ДОЮ НЕШЕ ЈА li LE, E"). 
注 记 有 2 HERRA LCE, E”) 的 每 一 纤维 是 型 从 E' 到 
E” HJERTER ЧҮ zH pu hizo КЕ 2 [B] 
L(E', Е"), = L(E;, Er 2. 
WR E'A E” RRA Finsler 构造 , 则 在 LCE, E”) 上 可 以 自然 
地 诱导 出 一 全 Finsler 构造 ,其 定义 方式 与 通常 线性 映射 的 范 数 的 
д УАД, 
leri — sup lart”. 


$6 R” АУУ ТАТ 


为 方便 起 风 , 分 别 以 R") — CR", К) 和 æ R") 表 
т R= 上 的 C” ВАЎХАН С" MEDRA. HTJ eE R") 
和 Х==(&',&%,.--,Е"у E RCR”), RADEN УХ HID 
aa F: | 


ха) 一 > p Šf e FR"), 


易 验 证 这 样 定义 的 方向 微 商 满足 ， 
(Х,) Xlaf + 8g) = oxX(f) + ВХС), 
Ма, BER, f, z€ g (Ве); 
(Xa) X(fg) = fX(zg) + ЕХО, 


Vf, z€ Sr (R"), 
对 于 Y = (n', xw, 0") Sr (R), ТЕ ТХ йб 
Л [BJ 98 Ж) 
VxY = (ХС), ХО)», KO E АСВ"), 
这 样 定义 的 方向 微 商 满足 ; 
(V) Мааха Y + уу Ү, 
Vas o € R, Х,, Xa Y € 70"), 
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ed paral Hiep- pO HE EF pp er pp 


Vr + У) = ВУКУ + BN EY, 
Ve, ЕК, X, У,, Y,€ HR (Rm); 
Су.) V iY = fVxY , УГЕ F(R”), X € ACR”); 
(Y) vxtlY) = X(DY + fVxY , 
vie X, Y <€ C (R), 


WEIZ 
(X, Y> = DEn, 
f =1 
[Х,У] = (Xin) — Ү(&'), Хб) 
— YCE Dator Xa) — YGD. 
ДЖ 
бе.) X<Y, Z = (VY, Z+ LY, VZ», 


VX, Y, Z € Æ (R>); 
(V) VxY — VX = ІХ, Y], VX, Y € Z (R"), 
在 下 一 节 中 ,我 们 将 以 上 述 讨 论 为 模型 ,把 方向 向 高 的 概念 推 
广 到 一 般 的 C”? #0, 
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我 们 主要 讨论 C” АЈА, C ИУ Се ш У ER ЖЕЕ 
Е УСТЕ ЯТ. 

ЫШКА M Ei 0-8 ЖЕ. 

定义 7.1 (向 量 场 ) 记 SFr(M)= C%X M.R), -- 8} 

ХМ) — F (М) 

称 为 是 一 个 向 量 场 ,如 果 它 满足 

(X.) X(af + Bg) = aX (f) + BXCE), 

Ус, PER, ў, gë S (M); 
(X:) XGg) = іХ(р) + XG), 
visge (М), 
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注 记 7.2 h (X) 易 见 
Х(1) = X(1 : 1) = 2X(1), 
因而 X(1) 一 0, hkat 
Х(с) = сХ(1) = 0, 

这 里 我 们 用 局 一 记号 с л ШЕ AAR E c НОЕ, 

以 上 定义 的 向 最 场 共 有 所 谓 局 部 性 , 即 X,(f) — XG(D R 
由 了 在 ”点 邻近 的 值 决定 : 如 果 二 和 为 在 ”点 的 邻 域 刀 上 相等 

fil U = f,|U, 
#2, 
ХС) = X,(fh). 

为 了 证 胃 向 量 场 的 局 部 性 ,只 须 证 明 以 下 的 特殊 神 形 : 

引 理 7.3 设 FEF (M), Хє Sr (M). 如 果 在 在 ?点 的 邻 
RU, E fU = 0, 那么 


X (i) = XNP) = 0. 
IEH, И 26 C%(M , В) = SF (M ) 满足 
1, BEL g — P, 
0) ~ |, 如 果 460, 
则 有 
А. f = 0, 
于 是 


О = X,( AD — D + (P) X ,(2)= X (D. D) 

由 于 局 部 性 ,我 们 可 以 通过 局 部 坐标 来 表示 向 量 场 。 设 la) 
=( e(a), (9), -1ta г"(4)) 是 ?点 邬 近 的 局 部 坐标 ,， 则 fe 
FM) 可 以 局 部 表示 为 


Ка) = 1С) 十 >; (x'(q) — ADD, 


这 里 
04) 一 j 20522 (а) + Cela) — Ср), 
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i) 一 эпе G). 


于 是 
XD = > Xp nador 2 G), 
以 下 记 
EG) = X), 
әл» 一 LEED (9), 
MTX Жл 


Xo) = э #0) (а), 


=] 

注 记 7.4 ТА Е ОЕ ВА АНЧА ЖЕ ‚› 我们 看 到 ,这 
样 定义 的 向 量 场 区 在 每 一 点 了 末 示 一 个 苇 向 量 X, < TM. 

注 记 7.5 x] X,Y е (М), 可 以 考虑 它们 的 复合 XY 一 
KoY: FB(M)* S (M). Ж XY Жї СХ), ВД 
是 向 量 场 。 但 容易 验证 [X, Y] = ХУ 一 YX 是 一 个 向 量 场 ， 这 
向 量 场 称 为 是 向 量 场 KX 和 YY 的 Lie RIH, 

定义 7T.6 Шу, Ge (M) x S(M)— AM) RAE 
м ЕВ К ЕЕ VY 一 у(х, У) 满足 以 下 各 条 件 : 

(Vi) Vitta Y = aV Y + Ny, Y, 

Vas ЕН, X,, X,, Y € @ (M), 
Vx(B8Y + BY) = 8V xY, + RIY, 
Va, ЕВ, X, Yis Y; € A (M); 

CTO VY = Ру, V| ce SF (M), X € ЖООМ); 

(уз) УУ) = X(f)Y + хү, 

YiE . (M), X, Y € 2 (М), 
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HARUT 7.3 ООЖ ЖЕЕ ПЕК РОН ИИК В: 如 果 
ФЕР APRU LE 
X|U = 0, H E YIU = 0, 
那么 
(YY) = 0, 
于 是 ,我 们 可 以 通过 局 都 坐标 来 计算 圈 络 ， 设 在 局 部 坐标 表示 下 
X = У) £'8,, Y = У põ; 


isl 


WE GZ), CV.) ЯП CT) 容易 得 到 


VxY = s > £! ((8,2129; + yp ),. (7.1) 


i=l j= 


1: 
Vad; = S ГАд,, (72) 
k=] 


这 里 TAG, jk = 1... m) 称 为 联络 系数 ， 引 用 联络 系数 可 
[Дїй (7.1) 改写 成 


一 > >: (э, т + >53) д, (7.3) 


р = 


$8 Riemann H 络 


w 8.1 【Riemann 流 形 ) МЕЈ, ЖЕМ ШШ 
АТМ 上 给 定 了 一 个 Rieman 度量 * - , . 》， 则 称 好 为 Riemann 
Ж. 

注 记 和 2 因为 切 向 量 场 在 每 一 点 表示 一 个 切 向 最 (参看 注 记 
7.4), 所 以 对 于 X, Ye S (M), (X.Y) 有 意义 ， 

{Xs Y> = (Xps Ү,}, 
引 理 8.3 如 果 V, W é S (M) 满足 
(V, Z = CHW, Z), VZ € S (M Y, 
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那么 V = W, | 

证 明 ， 留 给 读 考 作为 练习 。 D) 

EX 8.4 (Riemann 联络 ) 设 Riemann {ЖЛ БЕКЕ S7( 
DE CF 一 (而 且 ) 还 满足 ; . 

(CW) X<Y, 2) = 《Yxy， Z) HY, Ух), 

VX, Y, Z € (М); 

(T) УХУ — V X = [X,Y], VX, Y € A (М), 
ШЕК УУ ЖМ EJ Riemann 联络 . 

定理 和 5 在 任意 Riemsnn WEM 上 存在 唯一 的 Riemann 联 、 
26. 

WEBI, 6, АСУ.) R C) 可 得 : 

(а) (YY, Z) + XY, VZ) = Х(Ү, Z), 

(b) (VyZ, ХУ + (Z, V,X>= Ү(2, ХУ, 

(c) (УХ, Y> + (X, ууу = 2(Х, УУ, 

(9) (VxY, 2) — KV X, 2) = ([X, Y], Z), 

(е) V Z, Х) — (VeY, Х) = (ГҮ, Z], X>, 

(E) «УХ, Y) — (VxZs Y) = (LZ, X], Y). 
对 世上 种 式 作 运 算 (а) + (b) 一 (c)+(d) — (e) + (D, RA 
Fi: 


(YY, Z) = > IX(Y, Z) + Y(X, Z) 


— Z(X, Y) +X[X, Y]. 2) — СҮ, 2], X) 
+ ([Z,X],Y)5). (8.1) 
因为 Ze e (М) 可 以 任意 取 ， 根 据 引 理 8.3 即 可 断定 VY 是 
唯一 确定 的 。 
充分 性 . 设 UCM 是 开 集 《 视 为 M 的 开 子 流 形 )。 由 于 联络 
VAM) х (мМ) > (м) 具有 局 部 性 ,我 们 可 以 将 它 局 
限于 2700) x 9700) 而 得 到 
FÆ (U) x 22 (U). 
限制 于 (00) x (0) 22 EV DE U EARR A Fig 
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v|U = v] @# (U) x < (U), 
HEER, VIU 也 是 唯一 确定 的 ， 
我 们 将 通过 局 部 党 标 表 示 在 每 一 局 部 坐标 域 0。 上 局 部 地 给 
出 Riemann 联络 V, ATES H WR U. U, = D AARM 
有 
v*|U, U, Vi UN Ue 
TERIH -— н v 如 下 
viU == V“, Ya, 
这 样 确 定 的 Ç 即 好 上 的 唯一 Riemann 联络 . 
对 于 给 定 的 局 部 坐标 ， 度 量 张 量 gi; 和 联络 系数 ГА 分 别 定 
ХЕ 
Ен = <0;, Ө, (8.2) 


Уд, == > ГАӘ,, (8.3) 
Д= 1 


TAHAR, FA 226 АК ИЫК ПИ Т. ТЕХ 
[3 8] = 8,98; — д,0; = 0, 
М (8.1) 可 以 得 到 
(Vai ,0,) = " {8,<9; 5 д, + 0, 8,> — B86;, Ә;)}. 


再 利用 (8.22 ЖП (8.3) BIS 


а 1 
У? Tu = > {Ogn + igu — Әр; 
k= 


1 mH 
T = -~ > {8,2 + Ө; — gahe", 


1 


t> 
g 


tJ k=l, 2, ” m, 
这 里 g* EKHE Ga) 8147585 КУЛЕ ЖОЖ, Dj 
注 记 8.6 由 Tó 的 表达 式 易 见 : 
ГА 一 TË. 


了 :Riemann 联络 系数 关于 下 标 对 称 。 
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$9 党 最 线 的 协 变 微 商 . 平 行 移动 


定义 9.1( 没 曲线 的 向 量 场 ) M REE s Y: ios Tl 
M ERER ER. ИЕЗИ 
t: [Ta r] — TM 
满足 条 件 
vA ЄТ, „мМ, мє [т,, т], 
MREGA A r 的 光滑 向量 场 ， 沿 曲线 y ПО ЖЭСТ Pt zB. 
成 的 集合 记 为 #О(>). ERREI F, e€ RACO) 表示 为 


s(z) == >, s C2)8;, 


这 里 各 分 量 OG) Æ t RARER, 
58892 对 于 给 定 的 联络 Y， 存 在 唯一 的 D: (7) 
SF (Y) 满足 以 下 条 件 
(D.), Darke) + pwt) ) = &Р,и( г) + BD. (z) 
Мо, 8 € R, о, ше (т); 


(р) 001 )0060) 一 ач. o) + IODO, 


Y EC? іт, T], R), ve R(T) 
(D) 如 果 存 在 包含 曲线 У AJTO MU БАЛА BL S Y, 使 
得 У,у = o(s), Wi 
D,e(z) == У, 


这 里 PO = dy (-2-) e TvoM 是 曲线 7 的 切 向 量 . 


ШЕВН. 我 们 指出 。 上 述 条 件 (D,)—(D.) 可 唯一 地 确定 
D,v() 在 局 部 举 标 下 的 表达 式 ; 而 DeO 的 局 部 坐标 表达 式 又 
给 出 了 它 的 存在 性 的 证 明 。 

没 在 局 部 坐标 下 


a 2D2 ` 


IOS 8 э 
# == 1 


s (e) = > өсд, 


Шш (D.,)—(D.) 可 以 得 到 : 
D s (r) == > (2260 д; + кдр, ) 


= > (20) 8; + TOLE 


1=1 
_ dC) 
2, dt > 
+ > > vili) 5 v8 


_ 5) dek (2) 4. У) оа 


k=] ой берза} 
定义 9.3 满足 引 理 9.2 Ж D: RRA) 称 为 
ЕНЕ r 的 协 变 徽 商 ， 


定义 9.4 如 果 гє Ar) WE 
РС) = 0, WE [r,s t], 


则 称 向 量 场 (4) WAR YETER. 
以 下 设 对 是 Riemann 流 形 ,号 是 其 上 的 Riemann 联络 ,了 :是 


册立 决定 的 油光 请 曲 钱 了 的 协 变 微 商 ， 
命题 9.5 对 于 0 we ZO) 我 们 有 


£ CORIO = (D,e (e), O), 


+ 400), Diw), 
WER. ТСБ F, RIA: 


Dw (li) = > (29, + муд), 
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dw? ige Â; 
Dit (2) == > (= д; + wevi обр)» 
Celi, wheyy = 2, >, 010,60, , а), 


由 此 通过 直接 计算 即 可 证 明 
< (об), «Суу = Dy), шеу) 


+ COF D, (zb, C] 
推论 9.6 平行 移动 不 改变 肉 积 , 因 而 也 不 改变 向 量 的 长 度 . 
证 明 。 如 果 (2) ЯП шг) НВ y 平行 称 动 , 则 


d 
F. Сәг), m D, 


= (D, (s) гу) + Ceza), Dw (туу = 0, 
因而 
《DEL 
符 别 地 ,对 于 ег) = е) 的 情形 ,我 们 得 到 


2 КОШ = 0, 1080) == const, Ë] 
dt 


510 测 地 线 与 指数 映射 


9 ME: Rieman 流 形 , 立 是 好 上 的 Riemann 联络 D, 是 由 
v ЖЕЕ НОЕ ЕНЕ > 的 协 变 微 商 。 在 引 理 9.2 中 ,我们 蕊 经 得 到 
了 DeO 的 局 部 坐标 表示 ， 由 此 立即 可 以 得 到 向 量 场 e(z) HH 
线 7 平 行 移动 的 局 部 坐标 方程 : 
dyt dx: j m 
g + 2: ri 0! = 0 
(k= 1,2,5, m). 
FFSH, mE re) = тг) 沿 曲 线 了 平行 移动 《这 时 我 们 说 了 Ж 
Азра) 
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x 4х' dx: 
дг? + 和 
СА = 1, 2," 5 т). 
定 10.1 自 平行 基线 称 为 测 地 线 。 这 就 是 说 ;， 如 果 曲 线 Y 
的 切 向 量 F) 沿 7Y 平 行 移动 , 则 称 7 为 测 地 线 , 
注 记 19.2 ”因为 平行 移动 不 改变 向 其 的 长 庶 ， 所 以 没 测 地 线 
DARKER RE, R 
i 1С) = const, 
ШН P E 
Ф х* dx! daf 
а * 2008 а а 9 
(k = 1,:- m), (10.1) 
为 一 个 二 阶 线性 微分 方程 组 ， 由 常 微分 方程 理论 ,对 于 给 定 的 初 
{н 


x| =, = X> X| = == 4, (10.2) 
可 以 确定 (10.1) 的 定义 于 《一 sy， s) 的 唯一 解 ， 
定理 切 .3 对 任意 PE M ， 存 在 ?的 开 邻 域 U ~U, ME 
数 5 一 8,， 使 得 对 任意 的 9EU 和 Ece T.M, |51 < 58, FE 
唯一 测 地 线 7 了 一 y(r, q, E) G € (—2, 22), 满足 
Y(0, gq, £) — 9, 7(0, 4,8) = Е, 
并 且 YQ, ga 5) 关于 各 变 元 062, 5 EMH. 
证 明 . 取 冲 点 邻近 的 局 部 尝 标 . 
х(9) == (х4), (8), tt ta PCa), 
满足 
хбр) = 0, 
在 局 部 坐 宗 下 , 我 们 求解 常 向 分 方程 组 的 初 值 问题 (10.1) 和 (10.21 
《对 于 хо за х(#) 和 加 一 Cr 四、 因为 хо = + = 0 时 (相当 于 
q= pP, š — 0 WJ) ЕЖЕ х = 0 FET Elo, +o), 
所 以 当 jw 和 名 充分 小 时 上 述 问 题 的 解 在 在 于 (€ (一 2,2)， 这 证 
HAT: 当 4 EDET Р. lEI 充分 小 时 ,存在 肉 一 的 测 地 线 (г, 
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4, E) 满足 | 
Y(0,q,E)= g, 7(0, g, E) = š, 
т, q, Ë) 的 光滑 竹 则 由 党 微分 方程 理论 中 的 定理 所 保证 。“” 口 
定义 10.4 我 们 沿用 上 面 的 记号 。， 对 于 了 EC 和 |ë] <, 
引信 记号 | 
exp Ë == ҮС1,9, š). 
我 们 把 
expa: lE € TaM | |E] < 8] М (10.3) 
PRATER, 
注 记 10.5 指数 映射 <10.3) EER, H H B: 37 
exp:iË € TuM ||| < 86) — M 
È | 一 > exp. 6 
ЖЕ НУ. 
Ш ВЈ Е ЖР E CRA ЖЕ ЛЕК”. 
定理 10.6 对 于 460, Ece T.M, 1ER, |а| < 6, 我 们 有 
т(м,я4,& у == YG, 9, 15), Vi € (—2, 2), 
证 明 . 我 们 注意 到 方程 (C10.1) АНА “К” ВЕЛЕ, ШЖ 
кг) 是 (10.1) 生 足 初 和 信条 待 
х(0) == хо, 2(0) = ж, 


的 解 ,那么 
y (z) = x( м) 
就 是 方程 (10.1) 满足 初 值 条 件 
Уф) = х, y(0) = Ал, 
Е AE. ПП 


Ү(М,4„&) = т (я, М), O 
推论 10.7 过 & 点 沿 方 向 的 测 地 线 可 以 表示 为 
rt:, 4» Ë) = expal Е), 
证 明 。 我 们 有 
ехр(ШЕ) = (1,6,4) = yG, 4„&), D 
定理 10.8 ЖЇН 
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`` Ta Hr rp 


(Dexp, h = Jd: TM >TM, 
因而 对 充分 小 的 正 数 n = n (< 5, ЕН 
expa: {E E T.M | |ë| < wk — M 
是 到 M rh t @ 9 点 的 其 一 开 集 的 币 分 同 胚 ， 
ШЕВА. 我们 有 
exp CIE) = Yt, q, Ë), 
将 上 一 等 式 两 边 对 + 微分 并 在 :一 0 处 计 值 ,可 得 
{Dexpg)t = 7(0, 9, £) = E, 
A НП 
(Dexp,) = td: T M > Т.М. T : 
Та, 我 们 来 解释 测 地 线 的 几何 意义 ， 先 引 人 人 曲线 弧 长 的 概 
Ф. 
定义 10.9 (HEME) 设 a: lrir] 一 M АУН 
5:896, 11172 МАД 0 


Са) = |, Күл 
这 里 | - | 表示 由 Riemann 度量 ( - 。. > 引 上 出 的 范 数 ， 
LEl = VB, E) VEZ TM. 


定义 10.10 谈 对 是 一 个 雯 通 的 光滑 的 Rieman 流 形 ， 对 于 


P, JEM, ҖТБЕУ d(p, а) 为 联结 Р. 9 РАА) БЭ 
的 曲线 的 弧 长 的 下 确 界 
d(P, 9) = 00а) 1а 联结 Р, 4], 

E E X BU d 满足 距离 三 公理 ， 

(d) 402,9) 2 0, 并 且 

400,9) = 0<—> > — q; 

(d.) dP, q) = 4(4, Р); 

(d) df g) = d(b, r) + 4(т 9)， 

注 记 10.11 可 以 证 有 明 ;， НБТ УРОН Б НАЈК, 528 
形 好 原来 的 拓扑 一 致 . C3 [91,25 ү 22,5238 31) 

以 下 定理 说 明了 测 屯 线 的 几何 意 闵 、 
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定理 10.12 测 地 线 在 局 部 范围 内 是 最 短线 , 即 : 当 两 点 P 和 
q 充分 接近 时 ,联结 它们 的 最 短 曲 线 是 测 地 线 . 
定理 10.12 的 证 明 请 参看 [9] (第 YI 章 ,第 7 Чр), 
推论 10.13 HEE РЕМ, FE РАНО ЗБ ПЫ MER о, 
使 得 对 于 gEU, Ee T.M, |Ë] <p， 有 
dlexpat 39) = (El 
证 明 ， 我 们 知道 
Yt, g, Ë) = ехр!Е 
是 联结 9 各 exp. 的 油 地 线 , ЗЕН 151 充分 小 时 sxpzË 充分 
ur g. TE | 
d(exp(Ë, q) = ҚУ), 
又 因为 河 测 地 线 切 向 量 的 长 度 保皇 不 变 : 
1702,9, E) = |7(0, 4, £| = |Ë], 
所 以 


Қу) = | = |1814 HP 


我 们 证 明了 
4(exp 6.4) = |。 D 
对 于 ge M 和 r> 0, 我 们 引入 记号 
В(9, ғ) = {хе Mid, q) < r). 
从 定理 10.8 和 推论 10.13 可 以 得 到 
定理 10.14 对 任意 PEM, FEP ARAA V =V, A 
正 数 {= yr, EREE C€ V, ШЕЙ 
ехр«: {E € T M | |Ë] < Ср B(g, Ё) 
BF ЖЕТЕЛ DE. | 
ПЕНА. 以 ge 如 эдек т; „Зе 
expa: {E Є T.M ||] < 8] — M. | 
TARER F5| Неа ЕЕ (ҖЕ EE 9.7) 就 得 
到 本 定理 的 证 明 。 O | 
推论 10.15 i; ACM 是 紧 致 党 , 则 存在 正 数 p 一 p, 使 得 
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对 任何 4 € Л, | 
expa: [E E Т„М||&| = e) — В(4, р) 
Жил, D 


s. 2097 


第 十 三 章 ”截面 空间 与 映射 流 形 


我 们 知道 ， 映 射 的 局 部 线性 化 是 分 析 研 究 中 强 有 力 的 手 娘 . 
在 微分 动力 系统 大 范围 性 态 的 研究 中 ， 往 往 也 采取 某 种 形式 的 线 
性 化 作法 。 这 种 线性 化 ， 和 涉及 一 些 向 量具 的 截面 空间 ， 我 们 这 里 
就 来 介绍 有 关 的 概念 。 


5S1 截面 空间 


定义 11 АЈА (E, r, X, Rt) 的 一 个 截面 是 一 个 映射 
oo: — E, 
THERI 
rog = fd, 
TREN MEAR c:X — E, 它 把 每 一 点 x € хх 
点 上 的 纤维 之 中 
а(х) € = (x) = Б,, Yre X, 
@ 12 平凡 从 X xR 的 一 个 截面 ,就 是 任何 一 个 函数 了 
X 一 В 的 图 象 : 
(d, D:X — X x R. 
МІЗ WOEMA TM 的 任何 一 个 截面 ,就 是 M 上 
的 一 个 向 量 场 ， 
注 记 14 截面 作为 从 底 空 间 到 全 空间 的 映射 ,可 以 讨论 其 过 
续 性 或 可 微 性 。 因 而 “连续 截面 "或 “C' 截面 ”这 类 说 法 有 确定 的 
aK. | 
Ж (Е, я, X, R 是 一 个 具有 Finde 构造 的 向 量 从 ， 我 们 
以 PDRE (x，E)》 表 示 百 的 所 有 连续 截面 的 集合 , ED 
ГЕ) = TX,E) 
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= {сє CHX, E)|aca = id}, 
在 P(E) 上 可 以 自然 地 引信 线 性 结构 : Tere POE), c€ 
R, ПЕ мо +r A echtt: 
(g + r)(z) = ole) +r), 
(се)бх) = cale), 
HHE X 是 紧 空 间 , 则 还 可 以 在 TE) ESIA T: 
loli = sup [с 


容易 验证 (CE), [AD 是 一 个 Banach 空间 ， 
定义 15 我 们 把 T(E) 或 (TE) D 称 为 是 正 的 连续 
截面 公测 
有 了 时 候 , 我 们 希 要 涉及 不 一 定 连 续 的 有 界 截面 , 即 满足 以 下 条 
件 的 截面 : 
sup lekl < 十 co。 (1.1) 


满足 条 件 (1.1) 的 王 的 截面 的 集合 记 为 ГЕ) вї ГХ, Е), 在 
PCE) 中 ,也 可 以 按照 逐 点 运算 的 方式 3 引 作 截面 之 间 的 线性 运算 . 
还 可 以 在 TE) 上 引入 范 数 

|а] 一 sup lel]. 
Е. (PCED 也 成 为 一 个 Banach 空间 . 


定义 16 我 们 把 PE) R (ГЕ), 1-1) 称 为 EE 的 有 界 截 
Тт 258), 


52 Palais 5] 理 


定义 2.1( 沿 纤维 方向 的 微分 )》 设 (Е, z, X, К) 是 具有 
Finsler 构造 的 向 量 从 ， ОСЕ 是 的 开 子 集 ，F:0 -> ЖЕ 
f:x(0) X 的 保持 纤维 的 映射 ，*e 209), MJ 
Е|Е.ПО:Е, ПО — Е шу 
Ж Ы,— АША 8 Е ТААК: T RHS У АБ РЕ ЭЕ рр Д Ph 93, 
因而 可 以 讨论 其 可 微 性 。 这 样 的 微分 称 为 沿 纤 维 方向 的 微分 ， 记 
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为 DF, TREH Ec ENG, 
DF (CE): FE. — Ең, 
n D F(E) 
— “АРЕВА Я: 
PF(S)€ LCE, Ejn). 
REFA L(E,, Era) ЖАША LCE, РЕ) # х д 
(Е, РЕ), = L(E,, Ед). 
TE, £ 在 如 中 变动 时 ，DF Т “Н 
DF.O —+L(E, PE) 
t D F(E). 
如 果 这 映射 是 连续 的 ,我 们 就 说 三 沿 纤维 的 微分 是 连续 的 ， 
在 局 部 平凡 表示 之 下 ，* 一 个 保持 纤维 的 映射 不 可 表示 为 
(х, Ё) —> (gp (x), Ф(х, ED), 
而 F 沿 纤维 的 微分 DF 表示 为 偏 微 分 
| (х, E) > Паф(=х, Е). 
如 困 这 偏 微分 是 连续 的 ,那么 D F 就 是 连续 的 ， 

以 下 定理 对 于 T(E) 一 T(E) 或 P(E) 酌 种 情形 都 成 立 。 
我 们 仅 对 TCE) 一 TUXCE) 的 情形 陈述 并 证 有 明 ， 对 于 T(E)=T*E) 
情形 应 作 的 改变 , 则 在 注 记 2.3 中 予以 说 明 . 

定理 2.2 (Palais 引 理 ) 设 (E ,x,X ,Rt) 是 一 个 具有 Finsler 
构造 的 商量 从 ,其 中 蕊 是 紧 臻 的， 又 设 吕 记忆 是 五 的 一 个 开 子 党 ， 
100) = X, J:X— X E-— FBFE, F:0 Е ERA р ЈА 
保持 纤维 的 上 映射。 我 们 还 假设 

T(0)= (c€ T(E)lim ас О}з=(@, 
如 果 己 沿 纤 维 的 微分 D F 在 8 中 连续 ,那么 截面 空间 的 映 身 
F:T(O) — T(E) 
сі Fogof™' 
证 可 微分 的 ,其 微分 表示 如 下 
DF(9):T(E)— T(E) 
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т} DËlo)r, 
{(БЁ(аут)(х) = DEUTE EGTE). 
我 们 把 这 写作 : 
РЁ (от = (ЂЕ) ојуоте[“, 
证 明 。 对 任意 Е, ЕЄОПЕ,, RITA 
F(E) — F(E) — БЕ(ЕЕ, — Е) 
= (El, EXE, — É), 
这 里 
(Es E) = | BEGE + (t, 一 8)4 — DEG) 
= | (BEC + E — 8)) — DF Edr, 


因而 ,对 任意 mis СЄ r( Q), 我 们 有 
Ев} E — FGT (x))) 
—DF(e(F'(a)))(c (FD) — e) 
= rto(f™ (x)), of x) Co Cw)) 
— olf (x))). 
由 于 BF 的 连续 性 和 im o 一 о(Х) 的 紧 致 性 , 对 于 Se m о 和 
ЖЮ ЖЕУ š 的 Ee E кв) 一 致 地 有 
llr, ЮП < e, 
于 是 , 当 о, 充分 接近 时 就 有 
КЕ Со.(7 169) 2) — Falf Сх))) 
— DF(e(f CIC oA OD — a(f Cw) ))\ 
= |00103 0), оС С) IN Сор Cy) — оС x) 
< 81107-91. D) 

0102.3 对 于 Г(Е) = ГЕ) 的 情形 ,我 们 要 求 8 是 中 
Аа, SEK F EB O 的 一 个 开 集 上 有 定义 并 且 是 俐 盖 f B 
保持 纤维 映射 ,还 要 求 DF 在 口上 连续 。 在 这 样 的 条 忻 下 ， 对 于 
ME) = P(E) 的 情形 ,定理 的 结论 仍然 三立 ， 在 定理 的 证 明 中 ， 
我 们 可 以 利用 DF о БАО ЗЕ (ШКЕ АЧ ЖЕЕ ПЫ ЭБЕН 
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的 情形 证 明 时 所 用 到 的 DF 在 im с LARGER). 
$3 映射 流 形 介绍 


虽然 就 本 书 以 后 和 名 章 的 党 要 而 言 ， 引 人 截面 空间 作为 工具 已 
83 Г. BHYT- Er AR ERMO RHE RAS, E 
ATELE, SARH HEERLIK, EER (АЯ 
表述 显得 简洁 而 富 于 几何 直观 . | 

ТБЗ АЧ АРРА ШЖ. ЕТИ ЕЛЕЕ ЭПИ ШОЧ 
A їп РЕ 5 ОА ИЯ. | 

首先 需 费 对 上 节 中 的 “ 沿 纤维 的 微分 "的 概念 得 Palais 3138 E 
一 点 推广 , 即 人 允许 映射 F 的 定义 域 和 值 域 在 不 同 的 向 量 从 上 , 

EM 3.1 ( 沿 纤 维 方向 的 微分 )》 设 (E, х, X, R+) 和 (E', 
x ,X's R”) 是 两 个 有 Finsler 构造 的 向 量 从 ,， ОС E J: E ËB 3 + 
Ж. Е:0- Е 是 覆盖 }:х(0)->Х' BRR ETERA, < € 
(О), MH 

F|E. Y O:E, 0 — Ең, 
是 从 一 个 赋 范 线性 空间 的 开 子 集 到 另 一 个 赋 范 线性 空间 的 里 射 ， 
因而 可 以 讨论 其 可 微 性 .这样 的 微分 称 为 沿 纤 维 方向 的 微分 ， 记 
XDF, YTRE EENG, 
DF(8): E, — Е; 
n> D F(E)" 
Jk— £ EE Dh 8: 
БЕ(Е)є1(Е,, Ен»), 
我 们 可 以 把 L(E;,, Ел) Айг AA L(E, РЕ) 在 * 点 上 的 纤 
维 
L(E,f#*E'), = L(E,, Eres). 
ш š fe Оа, DFE) 定义 了 一 个 映射 
DF:O —L(E ,J*F') 
E> PF(E), 
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Я ЯТ ЖЕ ЖЕ БЕЛ, RARA F 洛 纤 维 的 微分 是 连续 的 . 

以 下 定理 对 连续 截面 空间 M(E), PME) MARAHAS [al 
ГЕ), P(E) WR. RIRA T = 的 情形 陈述 定理 ,至 
于 对 了 一 P 情 形 应 作 的 改变 , 则 可 参考 注 记 2.3 作出 ， 

定理 3.2 (Palais 引 理 ) 设 (E,x=, X, К) ЯП (E',x', X, 
RO 是 具有 Finsier 构造 的 向 量 从 ,其 中 XX 是 紧 致 的 ， 又 设 2CE 
是 五 的 一 个 开 子 集 ，x(0) 一 X, X> X 是 一 个 同 了 是，F:8 一 
E 5 I AARTE. RIDERE 

Г(0) = {сє T(E)|imeC Q+ == ф. 
如 果 正 沿 纤维 的 微分 ЭЕ ЖЕ О pE, ARa [Н] > ГАЈА Н 
Ё:Г(О)—Г(Е”) 
g H> Foot 
是 可 微分 的 ,其 微分 表示 加 下 : 
DË(a): I(E) — Г(Е') 
r DË ledr, 
(DPC) = DF UGT EDE EO, 
我 们 把 这 写作 
рЁ(о)ғ = (BF), uorof, 

这 定理 的 证 明 与 定理 2.2 完 全 一 样 , 这 里 就 不 再 重复 了 。 对 于 
F == Г 情形 应 作 的 改变 , 也 如 同 注 记 2.3 中 所 述 ， 

证 好 是 一 个 紧 致 的 连通 的 光 福 的 Rieman MÉ , S 是 一 个 紧 
HPE ZE 25А S 到 村 的 连续 映射 的 集合 СО°С5,М.), БИГЕ 
ФЕВ Р C'(S,M) 以 适当 的 微分 流 形 结构 。 这 里 有 了 两 点 需要 加 
БІТВА: 第 一 , 这 种 流 形 , 不 同 于 我 们 以 前 遇 到 的 以 Euclid 空间 
为 模式 空间 的 流 形 ， 它 是 以 Banach 空间 为 模式 空间 的 流 形 BD 
Banach 流 形 ;第 二 ,虽然 是 C 映射 的 集合 CS, М), А0595 ар 
ДАР С° 流 形 的 结构 , 这 里 的 光 洪 性 来 产 于 对 的 光 清 性 . 

下 面 陈述 Banach MERJEM. 

E S 3.3 (Banach WE) 设 Æ 是 Hausdorff 拓 村 空间， 
lU Y. 4 E A Ду йт, paUs — E, Red Banach 空间 E, 中 
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的 开 人 plU JCE, МАХ, ЖЖ ЕЖЕН UNUE @ B 
z 6, Я 
фео‘: рО. ПО) — pU NU a) 

E C BEBARA (Uas фр.) Í | 给 出 了 A АКС ЙТ 
ЖАЗЫ. XX PË E X BS 6 6 ЖКА) C'-Banach WÉ. 

注 记 3.4 在 上 面 的 定义 中 ，Banach 23 [8] E. 称 为 模式 空间 ， 
对 于 包含 同一 点 x € .如 的 所 有 的 坐标 邻 域 U,, 相应 的 模式 空间 
E. BIEBA., EEE, U. 和 Pr ШӘ z, 那么 

Р(фвофг')Сф,(х)): E, — Ep 

EHKKI. RERE ВТР Е 0—4 x € AR 
25 [ЕЈС дЕ [Н] 9290), 具有 亲 构 的 模式 空间 的 点 组 成 .x2 中 的 既 
开 且 闭 的 集合 ,因而 在 同一 连通 分 支 上 ,各 点 的 模式 空间 都 是 同 构 
的 。 特 别 地 ,连通 流 形 各 点 的 模式 空间 彼此 辣 构 . 

ТХЕ CXS, M) 上 引入 流 形 结构 , 先 要 对 其 拓扑 作 一 描述 ， 
引 人 与 对 的 拓扑 一 致 的 上 距离 d, 可 以 把 CNS, М) 作成 一 个 距离 空 
[B| „ЖЕ ES 23 

a(f, 8) = sup d(f(s), 8()). 


对 于 任何 与 半 藤 /拓扑 一 致 的 距离 都 可 以 这 样 做 ， 以下, 我 们 选择 
一 种 特殊 的 方便 于 讨论 的 距离 4， 即 第 十 二 章 定 多 10.10 中 所 给 
出 的 村 上 的 距 疯 2, . 

设 RECS, M), 我 们 设 污 把 邻近 的 映射 表示 为 适当 的 
截面 空间 中 的 元 素 。 依 据 第 十 二 章 的 推论 1015, 我 们 可 以 确定 
s> 0。 佳 得 对 于 任何 дє M. 

expq: (EË € Т.М || |} < s) — В(д, в) 
ЖАТАК, 于 是 ,对 于 满足 条 件 
ДС}, hy < s 
的 f€ CXS, M), 我 们 可 以 确定 

| ехръ/ s) E ТАМ, МЄ S, 

п Ж Ё 18 АА, 用 这 种 方式 我 们 得 到 一 个 截面 о є г 
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(тм |5С5)): 

а(6(2)) == ехрди}К+), МЄ S 

或 者 

ale) 一 expr fO Ce)» 
Мх == A(s) E ACS). 
于 是 ,我 们 把 的 升 令 域 
BCh, е) = (f€ CXS, M)|d(I, h) < el 

ЕБВ 211 818 25 [Bl ГТ M |АС5)) ЮЛ E E. 

但 是 ,如 票 #є CXS, M) 不 是 单一 的 , 那么 用 上 述 方 式 提升 

而 得 的 

expitnf ls) E TawM, МЄ 5, 
就 有 可 能 不 再 给 出 ТМ|д(5) LARE. WARR A n fE 
ВС+) = (s) == x, WI K) >= (r). 
TERZE (S) 上 的 同一 点 Ahl) 对 应 着 纤维 TM 
上 的 两 点 
exp ofts) fH epa). 

然而 ,只 村 我 们 从 T M| (S) БВ TM》 上 ,就 不 再 会 出 现 

ЕЖ T —— EER pt zy lliuj iB I| < BJ 8⁄2 E 

(ААСТМ)), Яп (AYCTM)) 

ZE. | 
根据 设 上 分 析 ,我 们 得 到 建立 映射 流 形 的 正式 做 法 如 下 。 
选择 6 > 0 如 前 所 述 ， 对 于 AECC, M), 我们 引入 记号 

U, = {EE ATM) lE] <}, 
Ф ь == B(A, e) == (f€ CXS, MJZ А) < в), 

{а (W wa И, „Ж СЕ" СТ МУ), БЫ (T M 2 等 同 视 立 。 对 

EYE y*(T M), 
及 与 之 相应 的 Eé (ТМ) 在 记号 上 不 再 加 以 区 列 。 我 们 引入 
hk $t 

ехрь:П„-> M, 
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£ < CCTMIY ПО, = {a € TaM | inl = є} 

Ві E 

expa Є M. 
AEEA exp, 诱导 出 从 开 集 ГСО) С TS(A*(TM)) 到 开 球 
Ф am B(h, OCES, М) 0-1: 

expa: ГОА) — Ф 5 

TH expa g, 
这 里 | 
(ехрљес (ғ) = ехра,0(ғ), Vs € S. 
01 
{Be ауехру У} есцам 
МЕА, р COS, М) 以 се. ЖИК, ПАИ 
坐标 变换 的 光 清 竹 . 
W h, АЄ С(5, М), E4 

Bi NBs, = . 

对 于 | 
TE rpi CPER 站 ai) 一 PCD ) П expi'( a)» 
我 们 有 | 
© exp zo expa (g) = Puea, 
这 里 
Pa = exp}, expa : Q — Л (ТМ), 
0 = U (E€ TiwM ||E] < в, d(expx oB, 200) < e). 


TROE ATM) 中 的 开 集 ， 
@$,:0 ВТМ) 
FE TN ТО. 
id: 5 — Š 
BUPETSEF3RBUBR3T, H TEAR HA ЭЗЕ EE BEA Ф, 沿 纤 维 是 
WEHE Don 是 连续 的 (0 =r со), Ж Palais B| 
至 ,我 们 断定 
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exp; lo ехра : expyx,(2⁄ L L` И. 
—> ехр PE , Ф/ ad 


ЖП. 

"m 我 们 建立 了 CS, M) 的 光滑 流 形 结构。 这 样 的 流 形 
称 为 是 过 续 有 映射 的 映射 访 形 ， 

于 述 讨 论 的 关键 是 ， 通 过 指数 映射 抬 与 各 邻近 的 革 坦 升 为 适 
当 的 蕉 而 空间 中 的 元 素 。 这 里 映 射流 形 结构 的 光滑 性 来 源 于 指数 
暴 射 的 光滑 性 ,与 或 1 的 分 析 性 质 没 有 什么 关系 ， 因 此 ,我 们 可 
以 用 有 界 截 面 空间 TYC4*CTMD)) 为 模式 空间 ,给 不 一 定 连 续 的 里 
射 的 集合 (S, M) 建立 光滑 流 形 结构 ， ARERIO ME EK 20 
д В А а ЈЕ. | 

在 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 一 开始 就 假定 好 是 紧 致 的 ， 其 实 这 -- 
限制 完全 可 以 取消 ， 分 析 前 面 的 讨论 过 程 ， 我 们 用 到 好 的 紧 致 性 
仅仅 在 于 确定 一 个 共同 的 E > 0, ЗЕ дє M, 

expa: {EE TaM ||Ë| < є] — B(g, в) 

ЖЖЖ 1А). Rm. (li ER Yr БЕ UE Wp rh, Re E SE 
K PS АЧЕЙ АЙ ЖБ ЛЕ KU SABE) e pR. ВЈ, RE ti А05) 
的 一 个 紧 致 集 上 确定 一 个 与 有关 的 8 就 可 以 了 。 TE, iss E 
续 上 映射 的 集合 C'(S, M) 建立 光 谓 流 形 结构 , 可 以 取消 邓 紧 臻 的 
限制 ,仅仅 保留 5 紧 致 的 要 求 . 这 时 AC(S) 本 身 就 是 一 个 紧 致 集 ， 
可 以 对 它 确定 与 六 有 关 的 8. 

РРА EEA A, 即使 s EEH, AS) 也 不 一 定 
是 紧 致 舍 ， 人 也 我 们 可 以 要 求 А05) БАТЕК 2р, ЖХ 
ВОВА Е. 对 于 对 不 一 定 紧 致 的 情形 。 我 们 把 象 沼 包含 在 紧 致 
集 之 中 的 且 射 称 为 是 有 界 上 映射 ， 把 全 体 有 界 有 映 射 的 集 人 台 记 为 
(S, М). RITA AS, М) уН, 
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TOE 双 曲 不 变 集 
5 1 双 曲 不 变 集 的 概念 


定义 11( 双 曲 不 变 集 ) НМЕ ЕЈ етапа WÉ, 
PC M 是 MM 的 一 个 开 集 。fe ССР, M) 是 从 了 到 Р) КА 
Ma. ШЕ АС P EK р у ЭН КЛЕ ЗЕ, iR 

(1) 4 关于 了 于 是 不 变 的 , 即 

КА) = А; 

(2) TaM = (T M)|A DART ТЇ АЗЕ ДУХ SE RU Whitney 

mO C ЕЯ) 
T,M = ЕФЕ, 
TICES) = Ekes, TIEL) = Еру, Vz € A; 

(3) 对 于 好 的 Rieman 度量 <, s FERA C, > 0, 
C, > 0 和 0<<4 < 1, 使 得 

РСЕ) 22 САЛ" lE], VEE Е, п = 1,2, 
ITP) =< СА" |Л |, wne Е, s = 1. 2,: 1; 
Х|. | 是 由 Rieman ER „- 给 出 的 范 数 . 

注 记 12 在 上 的 定义 叫 , 如 果 丰 是 单独 的 一 点 。 这 就 是 双 
Е. А Я АЛНА, ІНН Н. жм 
ЕЙ, f€ Ditt'( М) Vl A= 3 АНКЕ, ШЖК) 29 
Anosov PA rinl BA, 

注 记 1.3 ШАР MJ Riemann В. + p, EW LA iB 
汐 常 数 C 和 C, WARI І RIAIN Riemann 度量 , + 5 
适合 二 A {adapted to A), "БЇ mS HRB, EGT ADJ Riemann 
ШР ТЕЛЕУ. | 

引 理 1.4 ERLI RAIF., FEE Ca > {Л 
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Rismann Ш, 》 和 常数 0б<т< 1， 使 得 
[TECEN = rhii, VEE Е, 
ITED = rini, Vz € Ez. 
CARR Р E A Ат, ) 
ШВЕД, W 08 C%@(M , R) 满足 
(1) 0<0(х) <1, Ухєм, 
(2) (z) = 1, Vz € A, 
(3) зорро Je 9 B.c p. 
由 定义 ,存在 C, > 0, C, > 0 和 0<2 < 1, $1 
| ТСЕ) 22 Со, YEE Es, n == 1,2,5 
РО) =< СА" ||, VIE E, n=l, 2, 
Ha 充分 大 ,使 得 
С.А 9 221, CA l 
置 


еп a >) 18(=(5)77C5)12， 如 果 E)E P, 
212, ЗД (E) é supp, 
这 里 z: TM 一 М 是 切 丛 到底 流 形 的 投影 。 由 于 supp B Bg 
的 ,存在 В > 0， 使 得 
IEI < 上 | ч В)Е|, УЕЄ ТМ, 
于 是 ,对 于 EEE, 我 们 有 


ПОМО 


= [EPE [TECE — Ер 
=> [EP + (C27 — 1gp 
= Pir. 
这 里 
а J + 1 > 1, 
А. n€ Е’, 我 们 有 
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ITDP ЎТРОР 


[5 (2 912 t TE)? 
1р (1 — Сн) |а|" 


= a л {*, 


— 
r= J| — 1 — Се < 1. 
B: 


取 oer == malae, py < 1， 并 用 光滑 的 Riemann 度量 上 + |Ë 8 
р, а 


Н 


ITKEN 2 r SU, VEE Е", 
ТК) = rini, Va € E O 
研究 双 曲 不 变 集 的 一 个 重要 手段 ， 是 把 它 表 示 为 适当 的 截面 
空间 中 一 定 的 映射 的 双 曲 不 动 点 ， 下 而 的 命题 是 关 鱼 的 一 步 . 
命题 1.5 il PC MEET 5, fe C(P, M) 是 从 了 到 ICP) 的 
ЗА, A C РДЕ} JES SE AN E. 26 Wa ER E НҮ 
HT (TiM )——P( T M) 
YI Tjorof™, 
Шал РАЈН ЛВ, ВД Fr 是 双 曲 线性 映射 
HERH, Ж TaM 分 解 为 Whitney 和 
Т.М = Е"ФЕ', 
并 设 对 于 好 的 Riemann Е o Н 0<т 1 A 
(THE 2 e |£], VEEE", 
ITI rjal, Va € E“, 
于 是 PCT M) 分 解 为 直 和 | 
PCT M) = PENDITE"), 
并 且 对 于 ae P(E) 和 g€ ГЕ) 分 别 有 
Са) == sup 17jeaof (а) | 


= sup [Tioaty) | 
YEA 
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2 rT! sup |а (у) = r lols 
HEG) = sup | Т/°80/7 (=) | 
= зыр | Tfof Cyl 
< rup [ёСу)| = rll О 


命题 16 设 PCM 是 开 集 ，f€ C(P, M) 是 从 了 到 J(P) 的 
AORE, ACPE f 的 紧 致 不 变 集 ， 考 典 线 性 映射 
TITAM )—*F*(T. M) 
т» Tforof™, 
ЭЖ A PE: J ВУЛЕ, HZ JP PER HE НЕЬ 91. 
ШЕВА, 与 命题 1.5 (И. і (ЕЮ. Г] 


$2 结构 稳定 性 


设计 是 光滑 Riemann WE, P CM ERE, fe С(Р, M) 是 
从 PP 到 fCP) УЕ, АСР БОЗ Ш ЖА. 我 们 将 证 
明了 在 4 上 是 结构 稳定 的 . 

定理 2.1 了 在 4 是 结构 稳定 的 ， 即 对 任意 的 8 > 0, 存在 
f 在 СОР, M) 中 的 邻 域 BZ ， 使 得 对 任意 的 86 和 ， 存 在 关于 
g 不 变 的 紧 致 党 4sCP MA A> An 满足 

(1) hof|A = gok; 


(2) sup а(х), z) < 8, 


ПЕВА. Ж T M = ЕФЕ 是 关于 Tf 不 变 的 Whitney 和 分 
解 ; 并 且 对 于 对 的 Rieman 度量 < - , ?有 
ITIC] 2 r |£], WEE Е", 
ITE =< rjal, Va c E”, 
W Tí C' ОЗАЛ НЕК 7 BJ z, 我 们 来 求解 关于 Ae CA, M) 
的 方程 
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БНА = goh, (2.1) 
这 方程 可 以 写成 
HON) = pobo (ж), Yre A. (2.2) 
以 exp 表示 Riemana BOE ИЛИНЕ. R #4(x) 与 * 充分 接近 ， 
就 存在 
у Са) == ехр;'#(&), 
TJ (2.2) 可 以 改写 为 
ехр,.7 (x) == Роехр;- му) ), Yre À, 
T (x) == expr ogoexp inr GE), Vx € A, (2.3) 
我 们 将 在 截面 空间 ITM) 中 求解 关于 7 的 方程 (2.3). 
由 于 4 是 紧 致 集 , 根 据 第 十 二 章 推论 10.15。 存 在 e> 0, 使 
得 对 任意 z< A, 
| ехр.:ёЄТ, МЕ <р} — В(х, р) 
Эс 51810, 选取 | 
0 < s < min(s, ро}, 
并 记 
®—={сєГ'(Т,М)||т| < в}, 
为 求解 关于 7 的 方程 23), 我 们 定义 一 个 映射 
EB TT M), 
共 表 达 式 为 
Фет) Ск) 一 exp7'ogoexpr оС E), 
Vre А, 
ЧЕ (Y )(w) = exp7'ofoexp ve y (Ge), 
wx: € А, 
B bA Kh ЫШ Ú e: 22 ;的 不 动 点 : 
2r (0) = 0, 
记 | 
GCE) — ехрдойоехр„(ЕЁ), х = x(Ë); 
FCE) 一 ехрдьо/оехр„(&), x == (E), 
+ 224 。 


我 们 有 
| Р Со) = Сосо} = С(а); 
H (а) 一 Fogo] = Ё(о), 
根据 Palais 引 理 (第 十 三 章 ,定理 2.2), RNAAR 
(D Хт) = РС(а)т = (DG hororoj 
(02 (z) = О Ё(о)е = (DF hororoj”, 
通过 直接 计算 可 得 ‚ 
(БЕ»( = TKE). 
这 里 (ОЕ), ER РЕЧЕ ТН 6 的 任意 一 点 处 沿 纤 维 方向 的 微分 . 
由 上 面 的 表达 式 我 们 得 到 
(DR yx (e= Трето}, 
即 
(DAP у m fF, 
Ait, ERM б 是 27, 的 一 个 双 曲 不 动 点 。 

КАЕ g ЕС! 意义 下 充分 接近 f, н 2,452 C' ЖУ 
充分 接近 26. 根据 第 汶 章 的 定理 3.2, 27, 在 零 截 面 5 邻近 也 
应 被 有 一 个 不 动 点 TY: 

ҮЕ Y = ФЕ (T). 


ВП 
у(х) == exp; ogoexp heor (jT (ey), хє A. 
їп 
БС) = ехр,Ү(х), 
自然 有 
b€ CXA, M), 
Ew) — койо] (ху, Vx € A, 
Bp 


В == goof] А, 
hofl A = goh, 
又 :显然 上 满足 
(50), x) == d(exp.Y (x), х) 
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TAJA =н алтын ЧААН .ap sp Ps: р-р РИЧИ Er er a A H a r aO o g o a a 


= |rtx)| 
ав =< 8, Мхє А, 
(参看 第 十 二 章 ,推论 10.13.) 

ДЕНА 5 ДЕАШ Я, АПС А АЛДЕ A, 一 АСЛ) 的 一 个 
ЈИ. ЮЕ, ТБ АЕА БАЕ, 

定义 2.2 (可 扩 性 》 设 (X, d) 是 一 个 度量 空间 , f: X — X 
是 一 个 局 险 ， 我 们 说 了 是 可 扩 的 ， 如 果 存 在 常数 上 > 0， 使 得 对 
任意 z. ye X, x = y, FE në Z, 满足 

df FOD 22 Б, 
这 时 ,我 们 称 志 为 了 于 的 一 个 可 扩 常 数 。 

+16233 EX 2.2 的 一 个 等 价 的 说 其 是 了 称 为 是 可 扩 的 ， 

如 果 存 在 常数 上 с> 0 满足 
EPEY, PON) < Ç, Va € £ => x = у, 

引 理 2.4 jq (E, 1-1) 是 一 个 Banach 空间 , U C E £— 
Jr, 040, pe (U, E) АЫ PCU) АУА. ШЖ 
ФЕД 0 为 其 双 曲 不 动 点 , 则 存在 常数 《© > 0 了 68。 使 得 

ЮС) < Z, Wr € Z:=> x = 0, 

证 明 . 记 4 = 2Ф(0), y = Ф, WE ТУЙ ОЗЕР А AS 3589 

子 空间 的 直 和 
Е = EDE', 

满足 

AED | =< r< 1, 

ILAJE = r < 1, 
必要 时 改换 一 个 等 价 的 范 数 ,不 失 一 般 性 ,可 设 对 于 y 一 v, + y, 
€ E, y, £ E", yeEE:, 有 

ПУ = max{ 17,1, ПУА. 

Н . 

Ое = 
2 


由 第 八 章 引 理 2.2 ВД, 存在 上 > 0, 使 得 在 
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ty€ E||yl =< ¿1 


# | 

Ф— 4 + p, р A + P, 
这 里 Н 

Lip( q) =< g, Lipp) < є, 

设 z 满足 
ПФ") 5, Ynez, 
Яд Ж 
| 和 = max{ (е, |1, =) = Hz,l = deN, 

W 


ПФ С) = CA + p). Са) 
Z= (w -- е) 151 
= (т + в) [5 
= 104 + Ф), (ж) = Ф, Ск) 1, 
IP 22 (к — elel, 
(参看 第 十 章 , 引 理 2.3) 重复 上 述 步骤 , 我 们 得 到 
IEF Cr в), s= 1, 2+... 
但 {IP= l, 2, р, z t — e > 1, 所 以 只 能 有 
х == 0, 
如 果 
lz || = maxi (11, Па) = lel > 5,1, 
nim E Ei — Ë НГЫ ЕНА 
П Са) = Пе Сас) 1 22 (тс! — e)" lx ll, 
n=l, 2, +- 
因而 也 只 能 有 * 一 0。 O 
定理 2.5 设 fe CYP, M) ЁМР 9] Р) 的 微分 同 有 是, 它 以 
紧 致 集 4 己 P 为 其 双 曲 不 变 集 , 则 A 是 可 扩 的 ， 
证 明 ， 在 前 面 的 讨论 中 ,如 果 把 Г(Т,М) 改换 成 P'CT M), 
仍然 可 定义 ， 
8% = {сє PCTM} |o] < р), 
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| Ое 一 了 了) 
ФЕ (0) (2) = expr rfoexpr-unot(f a), 
Yoe 2293, EA, 
ВИИ TA, 22 A б ARERR. AE 
t< P， 使 得 
Eo) =< E, Yn E Z => ç == 0, | 

对 性 省 的 a, b€ A, d(a,b)< p， 我 们 定义 一 个 有 办 截面 

si 如 下 : 


exp. b, ИЖ z = a, 
=) — 1 Ü, Wm + >= a, 
设 х,уЄ А 满足 
a te) РСу)) <, Мос Z, 
我 们 有 
PE (85) 02) = exp;'ofoexpy-' C CFT Са) )) 
_ J, z = je), 
0, z = jx) 
= 800 (а), 
重复 上 面 的 讨论 可 得 
ФК Сату = 850), 
因为 
ETOD = sup (8 уса) | 
== {ехррдх)}" ky) | 
= atf EY, ["Су)) 
© 6, YnE Z, 
所 以 | 
dr == 0 
因而 
x = y и 


定理 2.1 证 明 的 完成 
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我 们 继续 前 面 的 讨论 ,但 要 求 那里 的 上 进一步 请 足 
0 < e < пїш{б„р„Ё/3}, 
只 要 z ЛЕС SR S FEDRA DECORA WE ë A e€ C'(A. M) 
PAJE 
sup d4( h Cx)D , x) = g =< 5, 
我 们 指出 这 了 时 站 是 单一 的 。 
ШЛУ, х, уел, x з= y, 使 得 (z) = Gy), ЊА 
0 = 4(к"(АК®))„ к"СА(у))) 
= ACAP CE), AG COD) 
= 4({" ху, POD — Aa (x), АС" Cz))) 
— dA (у)), FOD) 
Z= £ — 28 > j3 > 0 
《对 于 适当 的 лє Z). 
世 这 是 不 可 能 的 ， 这 一 矛盾 证 明了 的 单一 性 。 
记 hs СА). АСР А ЬЕ ЕО ЯЬ, 办 
而 是 从 4 到 象 集 A, ДА. 由 上 面 的 证 表 已 经 知道 满足 
(1) hofl A = goh, 
(2) supa), х) < a. 0 


EX 2.6 (Anosov WHAE) УМА ES КУНЫ. ШЕ 
fE DifE'( M ) ШЕЛ M 22 L HH АЛЕ , ШЕК f 为 Anosov 微分 同 
ЙЕ, | 

EH 2,7 Апозоу ИЛИ] BE gs kk ЕТЕН. 

证 明 。 这 是 定理 2.1 (HA = M 的 情形 。 这 里 仅仅 还 需要 证 明 
Ё ТЕНЕ НЧ» RI ACM = M. 我 们 将 这 一 事实 的 证 明 禄 给 读者 
FA. O 
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第 十 五 章 ” 双 曲 集 的 扰动 


ШЕМ ЖЕҢ Rieman ЖЖ, UCM ETNE, ACU Ж 
Ж, je CD， M) EA UJ KU Ro AE, ТЩ А ЗЭХ Е 
PER, Ш Еси, M) 在 CC 意义 下 充分 接近 1, 那么 如 上 
一 章 所 证 明 的 ，# 在 4 邻近 也 有 一 个 紧 致 的 不 变 和 集 A = ACU, 
并 县 НА 5 gja HEE. 太 章 的 旭 和 的 是 进一步 证 朋 : ПЖ 
#8 在 亿 意 义 下 充分 接近 ,那么 # 在 不 变 集 妨 上 也 具有 双 曲 构造 . 


$1 双 曲 集 的 判定 


518 11 ШМА АО Riemann HE, UCM БИЕ, А 
CURAE, 0:0 -+ м EMUS EU) HAR., ЫШ АЗ 23 
Ж, G:TaM 一 了 and ERR gla ВЛАЕ ЛАА, mR F E= 
TaM 的 Whitney #fl2Y WE 


E = Е'ФЕ?, 
ВН С ЖЕЛ 
G 一 |5 бә [: ЕРЕ» EOE, 
Ca Gan 
并 且 С:(1,1= 1,2) WE 
max {Gr tl, 1G»1} <А, 


max{ | Gol, (Gal =< 8, 
这 里 |- | 是 由 Riemann EE <-, 2 БАЙ, m 3 Еў 
E 
О А21, 0 << é< mni — 1, 27 — 1). 
则 在 在 L(E', E) 的 连续 截面 P， 满 足 
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(i) TP] = = = — 


(ü) EFA Е = Gd, P E' 对 G 不 变 ( 即 СР = F'); 
Gi) 对 于 范 数 证 * |: 
[nd = max{ lmls 1921, 
Yn = m + ms m € E', mé Е, 
我 们 有 
IGEI Ca — ellil, wae Е", 
因而 对 于 由 Rieman 度量 <' ,* 2 引出 的 范 数 | : | 也 应 有 
СЕ| 22 Ky ?|5|, WEE Е, n€ М, 
这 里 的 常数 K > 0, 0 <> = (1-' — 1” < 1, 
证 朋 .【 类 似 于 第 七 章 命题 3.4 证 明 中 的 做 法 ， 请 读 兰 参看 对 
照 .) 考 察 台 的 分 量 表 示 
ED = G, rto + Go СИ 
{дь = С.а + С, 
这 里 
ЕЕЕ, EPE Ер, š = 1, 2, 
要 使 F'= Gd, Р)Е HAGER, 对 于 iP 一 PYP 应 有 sb = 
PED, тн 
PY P|EL, PP a PIEL,,, 


于 是 
ЕЭ = (Gu + GaP EP, 
нор = (Gu + Got OP, 
由 此 得 到 
POEP = (Ga + GaP NMG + С„Р®) Р, 
VEP E Еш, 
RH 


РО) са (Ga + GaP YX Ga + СРУ, (1.1) 
对 于 (Po = 1, 我们 有 
сар" < Gu =£ < А Gi, 
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这 于 Ga + Gap арау, 
1 


р а= 
{С б, + Сар") :| = те рер 


. 1 _ 
АК — e 


=, 


《参看 第 七 章 , 引 理 31. Am dD 有 意义 ,并 且 
(PB, |6. + СРС. + С.Р) 


pl. (1.2) 
2—1 — в 
ја 
І.Е", Е) = {SE L( Et, EDISI < 1}, 
= (S) == (Ga + GaS Gu + Gas) Ы 
| YSE L(E', E>), 
XF (1.2), 我 们 有 
|2 (S)]| =< z—< 1, (1.3) 
518, | 
S: ТЫКЕ, Е) = L(E', E?) 
是 一 HRE 的 保持 纤维 的 上 映射 ,我 们 来 证 明 . 是 压缩 的 ， 事 实 
上 ,利用 第 七 章 引 理 3.3 的 结果 ,我 们 计算 T 沿 纤 维 的 御 分 得 
(В. у,Т = GxT (G, + G.S)”: 
— (Ga + GuS KGa + С„5)7*%С„Т(С 
+ GaS)” | 
= (Ga — F (S)G, T(G, + G S)”, 
因而 | | 
100.2 s| < (|С + 127650116. NG, + 6,5074 


< А + 6 
А — 8 


= мя 1. 
Ж Walk: + 

F: ГТС Е, E2)) — PCLA(E:, EPD 
5 S одор 
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H Paas 引 理 上 《第 十 三 章 , 定理 2.2) 我 们 看 到 

(DF | < д1, YSE P'(L,(E',E?)), 
їп.” 是 完备 距离 空间 (LCE, ED 的 一 个 压缩 映射 ， 有 唯 
一 的 不 动 点 , 即 存 在 唯一 的 PE TLE, E), 118 

РОР) = F орок! Р, 
或 者 
Фор = Pog, 
这 样 的 了 应 满足 
G) |Р} = sup | oPog Ca] = д; 


(GY GF' = G(i4, P)E'C (id, РУЕ! = Р, 
对 任意 x 一 (wo Ра) ЄР, RAR 
Ë = (Gu + С.Р) tn € Ё, 
š = (Ë, РЕ,)Є F', 
就 有 
[CE + GP YE = тн» 
(Ga + GaP JE = (Gn + GaP XG, + GaP Y'n = Р, 
Bp 
GŠ = д, 
这 证 明了 
(H) СЕЕ, 
LAF £ = (Ё,, #,) = (S. РЕ)Є F 我们 有 


iS, | = РЕ, | < нЕ, | = БАЕВ 


LH 


ЦЕ = max{ [E1 ; 1811 = iil, 
因而 ;对 于 ¿= (Sa S= (ë. PEDE Ft, € 
(пз Е = iša! 


一 ic + Gu P) (Gu + СРЕ, | 


1 | - 
was Кс. + (G P 2Ë,| 
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= 0С. 
因为 | - [51- | 等 价 , 记 以 有 
bigi < igl < ВЕ, уре E = Т.м, 
于 是 对 任意 EEr, RNA 
|G*Ë| Z b| GE] = (А! — erill 


> Q в)" |) 


= Къ, в 1,2,6 
这 里 


P 1 
К = > 0, i = <1, 0 
定理 12 МЕУ АЧУ Riemann 济 形 ,UCM APE, АС 
UERS, LECU, M) 是 从 了 到 (О) HASAR, BAA 
为 其 不 变 集 。 如 果 对 于 五 一 了 ssM 的 Whitney 和 分 解 
Е = ЕЕ, 
Tg 和 Tg йл 


Gi Gi 


TE = | 
Gn Съ 


|: ЕФЕ» ЕФЕ", 


TE = I Su . EOE > ЕФЕ? 
Ġa Ca ` ' 
满足 
тах{ Ga 1621, (Cals RI} < x, 
maxi ||, (Gajs |! (баір < е, 
这 里 :和 eE 
ОА «1, 0 < е «2 minji — 1,17 1}, 

则 2 在 六 上 有 双 曲 构造 . 

证 明 。 由 3| 理 1.1， 存 在 LCE', 让 的 连续 截面 PP 和 LCE, 
ED 的 连续 截面 О. WE 
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(1) Pisal, [O] = a =< 1; 
(ü) F! = (id, P)E' H Е? = (О„4)Е? 
对 于 Tg 和 Te Ж; 
(ан) |ТЕ"(Е)| > Kx" "|£|, Vie PF, n€ М, 
[Tg "(л)| Kr |n], Va € Е, пе N, 


— & 


由 (i) 可 得 (请 读者 自 证 ): 
ЕМЕ = {0,}, Yre А, 
这 里 0, 表示 纤维 E, = Г.М 的 零 向 量 ， 又 * 亚 然 有 
` dimF! + dim F} = dimE!1 + dimE1 
一 dimE,, Vz € A, 
因而 
ЕФЕ! E = T ,M. 


并 是 ,对 于 C,= K, с, = 1, 我 们 有 


(TEE) 2 Co "ls|, WEE F', ne N, 
ITG) < Cw” hals YE F°, ne N. s 


$2 KARIZ 


iR M Eti Riemann WE, РСМ EFE, AC P БЕ 

ЭЖ, Je C(P, M) УЖА PE КР) BADAR, TA 4 为 其 双 
ШАЯ, TE Т,М 分解 为 关于 Т} 不 变 的 Whitney ЯШ: 

ТАМ = ЕФЕ", 
为 了 讨论 汉 曲 集 的 抗 动 ， ВИПР Н Р А ур 
UCP L. Ва Е KERDE 

Т.М = ЕФЕ?, 
使 得 

ЕЛ = E“, FJA = Е', 
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TT г ——— r Y 


为 了 说 明 这 种 扩充 的 可 能 性 ， 我 们 要 用 到 有 关 纤 维 从 的 一 些 概 念 
和 和 结果。 纤维 从 是 我 们 已 经 了 解 的 向 量 丛 概念 的 推广 .在 纤维 共 
的 定义 中 ,我 们 仍然 考虑 从 全 空间 E 和 到底 空 间 X 的 满 连续 映射 (或 
C 淹没 ) x: E —> X, 也 了 要求 满足 局 部 平凡 化 条 件 ,不 过 这 峙 我 们 以 
EBRR 5 (8) Сый Cr $k Mt) F IC R 作为 纤维 型 ， 以 更 
部 平 几 化 给 出 的 纤维 变换 都 是 G тул; Ж. ЯШИ ЯПАН Е VB 
读者 参看 [19] 或 [20], 这 里 就 不 细 说 了 . 

引 理 2.1 (截面 的 扩充 ) B E, M 是 微分 流 形 ,x : Е ә M 
是 一 个 纤维 从 ，4CM AATE, m S: 4 一 BE 是 一 个 连续 
截面 , 则 3 可 以 扩充 为 定义 于 4 的 一 个 邻 域 刀 上 的 连续 截面 5: О 
+ Е, ХЕМ, ТЕЕ л 的 一 个 邻 域 志和 连续 截面 S:U — E , 满 
足 | 

$|Д = 8, 

ERA. AX E ANR (Absolute Neighbourhood Retract, BW 
绝对 邻 域 收缩 核 ), 对 是 一 个 正规 空间 ， 因 而 s 可 以 扩充 定义 到 4 
的 一 个 邻 域 U, 之 上 ,这 样 得 到 一 个 连续 映射 

510. — E, 
满足 
5.14 = 5, 
对 于 给 定 的 > 0, MUER A ВУЗЕ 2 ЛОК UCU., Ei 
d(=S (w), х) < 6, Wx € u 
HPM ANR, 4 8 充分 小 时 ， 
zS |U :U — M 
司 以 相对 于 A 而 同 伦 于 包含 映射 
. #:U— М, 
HW ШЕ {Б ERCA [21], Ж XX ж, 或 者 [22]) 
SIU:L — E 
可 以 相对 于 4 而 周 伦 于 一 个 映射 
5:0 >E, 
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满足 
=Š =. 
REAT, [] 
引 理 2.2 (Whitney 和 分 解 的 扩充 ) МАРИК, ЛС 
M ERE, WA T M b Whitney 和 
Т.М = ЕССЕ", 
那么 这 一 分 解 可 以 扩充 到 4 的 一 个 邻 域 UU 之 上 ; 即 Том 可 以 分 
解 为 Whitney 和 
Т.М = ElG5E2, 
满足 
E'A = E”, ЕД = E", 
WRH. 4 可 以 用 有 限 个 两 两 不 相交 的 开 和 党 所 履 盖 ， 使 得 在 每 
一 块 上 
дип E" = const, 
dim E! = сопы, 
必要 时 分 别 考虑 其 中 每 一 块 ,不 和 失 一 般 性 可 以 假定 在 A 上 
dimE” = k, dimE*! = |. 
EM LAS Grassmann M 
G" 一 U {T.M 的 不 维 子 空间 } 


和 
C= U {т.м RTM), 
则 
E". A —» G" 
利 
E A — G* 


分 别 是 СЛ 和 СЧА DERRE, НОП 2.1, 存在 4 的 邻 域 
U 和 连续 截面 

E U — G", 

E’: U — G', 
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п. RA Te Е БАЛЫ ——! сз „т 


йа 
ЕЧА = Е" 
和 
ЕЛ = E", 
х.ж 
Е“ФЕ* = T M, 
必要 时 再 适当 地 缩小 О, ај 
ЕФЕ? = T.M, O 
定理 23 ШМА Riemann WE, РСМ FEF, AC 
P 是 紧 致 党 ,FE C(P, M) 是 从 了 到 (Р) 的 微分 同 胚 , 它 以 及 
ХНН КАЕ, ДЕЕ ЛАС РАО С SB BB ， 使 得 任 
Ж ç c WU 在 其 任 兽 紧 致 不 变 棠 ACU LERS RERS, 
证 明 ，, 设 T.M 分 解 为 关于 了 不 变 的 Whitney 和 
Т.М = ЕФЕ, 
їн Е. 
(TITIES srel, 
КНЕЗ = + < 1. 
招 T M BJ F3S2 M 382) А BJ— 4 558 U > Е; 
ToM = EDE’, 
ETA = E", ЕА = Е 
设 U 是 A 的 充分 小 的 邻 域 ，B 是 了 的 充分 小 的 С! 邻 域 ， 考 察 任 
ЖАЧ гє BU .在 #2 的 紧 至 不 变 集 ACU E, Tg 和 Те! 可 分 
块 表示 为 | 
би би 1 1 1 1 
Tg = | N | :BI@FIA = ЕФЕ РА, 


n Gn 
Gu Gu 
Ga ба 
因为 的 邻 域 避 充 分 小 ;ff 的 0C' 4%5 BB 也 充分 小 ,所 以 应 有 
пах{ |С, [Gals 1615 [Ga l} < r + 8 а, 
mx{ {Guals [Gals [Gels Gal} < s, 


Tg” 一 | | EET |A = '@Е?|А. 
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这 里 
O<. < — r), 


因而 
¿+ë = т + 2 < 1, 

еъ 8 1. 

+ + Б r+ £ 
TE, 根据 定理 1.2, 我 们 看 到 8 在 其 紧 致 不 变 集 和 A 上 其 有 双 曲 构 
ж“. О0О | 

推论 2.4 设 邓 是 紧 数 的 光滑 的 Riemann Ж, ШМ Е 

Anosov MORERA 

АСМ )C Diff'( M ) 


是 Diff CM》 中 的 一 个 开 子 集 . 


47 Б = 


53 RAR HH 3 


定义 3.1 在 定理 2.3 的 条 件 下 , 设 了 CD 是 4 的 一 个 紧 致 邻 
B, EER, Mi 
А 一 2, EC )C- V 
是 8 在 中 的 极 大 不 变 集 ,并 且 8 在 A 上 具有 双 曲 构造 ,这 样 的 入 
称 为 是 5 在 VV 中 的 极 大 双 曲 集 . 
本 节 的 主要 目的 是 证 明 奴 大 双 曲 洁具 有 某 种 形式 的 结构 稳定 
性 。 这 里 的 结果 ,将 在 以 后 证 明 2 稳定 性 定理 时 用 到 ， 
先 作 一 些 必 要 的 准备 . 
3| 3.2 ik Banach ZH] (E. 1 ` 1》 分解 为 直 和 
E = E"QE*, 
ай ЕШ Н A:E— E 满足 
| АЕ" == Е", АЕ‘ == Е, 
А = АЕ | < x < 1, 
141 = САДЕ) < > < 1, 
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我 们 引信 记号 ， 
lxil = тах |х, |, 11) 
Wr = x, + x,, х, Є Е", x £ Е", 
Е( ғ) = {хє Ellxl = rh. 
如 果 qp:E(r)— E ME: 
Lipp Se 1—0, 


lp (oO < (1 — в)”, 
这 里 Lip 表示 对 于 范 数 上 | [Н] Lipschitz ТЮЙ, иу e < 1, 


那么 0 = А+ ф:Е(г) + Е 在 E(r+》 中 有 唯一 不 动 点 ,这 不 动 
点 了 满足 


. 1 _ 1 
{РЇ < —1—— leco = + 10001. 


证 明 ， 我 们 来 求解 | 
i — Аах, + рыб), 
х, = Ax, + p,(z). 
这 方程 组 可 以 改写 为 
F: == Аш (х„ — pauke), 
ЕС x, = Ax + Фф, (9), 
如 同 我 们 前 面 多 次 作 过 的 那样 , 置 
F (x) = A. (x, — pnlr)), 
С а) == 4х, + pkr), 
S (z) = (Z (к) + S a 
容易 验证 
ПЕ (z) — S (у) =< |х — y! 
(a = v + 8 =< 1), 
因为 
| O =< pO = ON < (1-— н)”, 
所 以 对 任意 хє Er) 部 有 
П W П Са) L FO H 2 O 
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= ar + (1 — n)r = r, 
我 们 看 到 .多 是 从 EC) KHAR EC) 之 中 的 压缩 映射 ， 它 应 有 
唯一 不 动 点 p€ El(r)， 这 不 动 点 应 满足 
let = [27 Се) 1 
=< |Z (a) — (0) + 11270001 
< alel + Iech. 
因而 


t | 
pl & ——— (Фо. D 


推论 33 j (E, | ` |) 是 Banach 空间 , А: Е->Е ENH 
ЗЕЯ, НЕ о. 则 存在 0<5< B, 使 得 只 要 映射 
p: E{n} = {x€ E| |r] S< nl — E 


满足 | 
; = Ż È 
iplo) se =--в<-(1—»>)» 
[фФС0)| <50 一 ш) 
(a =» Е < 1), 
9+ 
Ф = 4А + фі Ein) > Е 
就 在 


Е{В} = {xE Ellz| <} (8— 2 а) 
之 中 有 唯一 不 动 点 p， 这 不 动 点 满足 


1 Б 
— # leo, 


FAE- 


IERA, ЕЗЙ КТГ ARENA 
E 一 ЕФЕ", 
并 且 对 于 满足 条 件 
xl = max{ ||, |1, ха 
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Yr = х, + х,у w, É Е", x, € Ë”, 


Вуй Н - | Ж 
ПА = АЕО |с» < 1, 
П = ILESI < > < 1, 
因为 范 数 1 1 与 范 数 | ' | 等 价 , 所 以 存在 
0= 2 В, 


使 得 对 任意 сЕ 有 
biel < lx} АИЯ 


5 Izl < ар 2415). 
| 
H е н, Mi 
Е(ғг) = {x€ Е | =} Elni; 
Гір (p) < Lip (p) << 1 —*, 
leco) <> КО 
< 0 — н) 
Ё 
= 201 и) < (t и), 


根据 上 面 的 引 理 ， 双 一 4 十 中 在 E) 中 有 唯一 不 动 点 #， 这 
不 动 尽 满足 | 


121 —. СОЇ э 
\Р| В < 100001 
В 
< — — Leco) 
È 
~y 1 Ё 


因为 


- 242 ° 


E{8}CE (+e в) = E (2 )= EC), 


所 以 ф= A+ p? 在 E{8} 中 只 有 了 唯一 不 动 点 ， ARAA Ф ТЕ 
Er) 中 的 唯一 不 动 点 请 ， 它 应 满足 


pis 2 1001. D 


СЕЕ 34 设 好 是 光滑 的 Riemann WÉ, UCM 是 开 集 ， 
Т.М = E'GDE2?, 
映射 g:U — M 是 从 0 到 eU) КАШ, VCU ПЕ UDN ЕСШ) 
ВЖ, МУШ G: ТМ — TM 是 覆盖 g: V -— M 的 向 
量 从 同 构 ,G 和 С! 分 块 表示 为 
G — [ Сз 


ЕФЕҶУ — ЕФЕ", 
Съ СЫ? 


o= [6 ° : E'@E'|V > ФЕ", 
Wa JE. 

max{ |©зү!, | coal ， „|, 165.1} = 4, 

тах{ | Gals IGa|, lnis 12,1} < 6, 
这 里 


gaill, 0 <= < min{l — 1, 171 i}, 
则 对 于 z 的 任意 紧 致 不 变 集 А, ВТ 
G: ТТМ)» PXT, IM) 
r — Сотов"! 


是 双 曲 线性 映射 ,其 余 度 <v = —— 
证 明 ， 由 引 理 1.1， 存 在 连续 截面 
PE PCLCBE E2)|A), Q € TLCE’, Et)|A) 


满足 
(1) P| Saa, 01 < u < 1; 
(ñ) Е* = (id, PDE'| A 1 F° == со, id)E |А 
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йу G ЖЖ; 
(їй) [ЄСЄ = >|], VEE Е", 
Gai 22 0700511, Yne F°, 
这 里 
ПЕП == maxí(1;,.1, 1551), 
YE = bi + ба, L, € E', ёЄ E’, 


И — p == 
FTE, P(T.M) 分 解 为 
TCF 
DAAH 9] 


== <. 


G: I(T MD) 一 PT AM) 
r H-> Gorog 
是 一 个 分 别 以 TXF') 和 CF Ar kF EER ЯН T Z= HRA 


RERE, ЖаШ» = 0 


引 型 35 设 轩 是 一 个 光滑 的 Rieman 0, UCM Ж, 
VCU 是 紧 致 集 , 昌 是 一 个 拓扑 空间 ,8 : 8 X U — M 是 连续 映 
射 ， 


Ea = E( D, ):0 — M 
Ло) g (U) ВАВ, О = {Є TM] E] =< o, с: x О 
一 TM Jë # 的 保持 纤维 映射 (这 就 是 说 : Ge 一 GO， ) Æ 
TEE ge 的 保持 纤维 映射 )。 如 果 (DG): 连续 依赖 于 OR Е, W 
对 尾音 的 6 > 0 MOEG, FE Ө, Ф Ө, MER <р, 使 
得 对 于 任意 Өє S, ЯП L€ TyM, Н = т, 有 
\б(с»„ — (DGhhl < е. 
证 明 。 我们 有 
(IC Ga — (бс), | 
< |(DG,), — (Dos | + 1006), 一 (DG. 
+ 上 (五 Ge — (DGihl. 
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由 于 《DGo) 对 日 和 点 的 连续 性 ， 可 以 选取 Ө, 的 邻 域 Ө, 和 正 数 
з < p, 使 得 对 于 060, Ж EETyM， !£| чл, 有 
0(6о — (BG! < е", Li 
5138 3.6 ҮЕ ET 51|EEBJSR fE Е, Ж АСУ E COE) 的 
Ж S ЖЕ ЖЕ ‚ШЕ Й{ 
Ga: {сє (TaM) le] <} Г(Т„М) 
g H Gggog™ 
请 足 | 
гарб, — (рб, з) < є". 
ШЕН, Hi Palais 引 理 (第 十 三 章 , 定 理 2.2), RIIIE 
|D(G, — (р6@,)).1 < в, 
Моє OTM), |e! =, 
由 此 可 得 
LipCGo — (D&r, D 
定理 3.7 《 极 大 双 曲 集 的 结构 稳定 性 ) PLM E — 4- ЖШ 
Riemann WIE, PC M ЖН, АСР ВЖ, !ЕС(Р, M) 
ЖААР Ж КР) ВИТА, ТШ АДНУ. TE Т,М 
关于 Tf 不 变 的 Whitney 和 分 解 可 以 扩充 到 4A 的 一 个 开 邻 域 U 上 
ТМ = Е'@Е?, 
ЕЧА = E“, ЕЛ = Ez. 
我 们 断定 ,存在 4 的 紧邻 域 了 一 避 ， 使 得 对 于 任意 给 定 的 正 数 5, 
ВЕРН С 8 57, MWER: WAFER g. 8,69 在 y rH 
WR ШЕ As А,, ТАЕ АН 
АА — An 
适合 
(1) A,eg,.| А, = 2,01, 
(2) d(5,, i) = зир 4(A (z), ху < 8, 
这 里 л: AM 是 放 和 映射. 
МЕҢЯ. 25584101 К ЖЕКА EARS 
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DAE) = Ф(2,, 823 5) == ехре р °Ё;оехр„{$ s 
Q. (E) = ФО, £) == ехрдако°]оехр„:Ё, 
LES ЖӨН f EL А WK BH A Ж.И т. 我们 取 


0<е<--(1—т), 


FEL 2E E A ТИЕ ИСО 和 + 的 C 邻 域 区， 使 得 对 任意 8s 
REF, 
иса) NU NEKE), 
并 且 对 于 1 一 下 十 6 
(Pb) 
WEJ 3.4 中 对 Су Ж. 
我 们 将 z. 2,6 97, 视 为 参数 , 即 取 
O = (Eu Es 0, = G, р), 
Bo = Ёш == brs Eo == Eyn == fs 


GO, £) == CR, s f; Е), с(0,, Ë) = ФО}, f; £), 


”这 里 参数 空间 赋 以 由 С УРИ НАДТ, ХЕ 


llë || 一 max{ |š,| , {5.1}, 
WE = Е + 5, B€ ЕУ, 56 ЕУ, 


我 们 有 
АЛЕП < {61 <А, VEE ТМ, 


对 于 e= е, FTE У С ФЯ FCF, ER 9 > 0, 使 


得 印 一 SoX a AEA 3.5 及 引 理 3.6 ШЖ, АМ, 
对 于 


Ë, > 8, € ^7», 
А, = A Е1СҮ) 
Жы 
和 
akr) = Do gi , 
我 们 有 : 


A = (ОФ): ГОТ, М)» ГТА M) 
ЖЕ Y НН £ hk БЕЙ ,其 斜 度 


О ьа lt rill 63 
А! — в 


同时 т^ Фф 一 4: 
{r€ ICT M)| [с] Sn} 一 (Тм) 
Ж Lipschitz 映射 ,满足 


Liptp) < #' 一 2. в, 


1а | 
a= uv F E — 1, # = Z x, 
B 
只 要 
,Sop d(CB Cw) ,Bake)) < a (1 — и)%, 
就 育 


leü) = l a) 
— sup [оргаша ООЗ! 


== sup а(х, EBT CEY) 
= sup ае. Сх), к›бх)) 
Б? __ 
< (1 一 н)». 


由 推论 3.3 可 知 , Bi 一 4 十 p 在 
{сє (Ta M) < 81 
中 有 唯一 不 动 点 У, 
1 B 


2536. 
h Çr) == схр Сх) ‚ хЄ Ам, 
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我 们 看 到 ,存在 唯一 的 AECA, M) 满足 
Aop,| A, ыы B20 * 
(A, л) > sup d(ñ (z), z) < P. 
取 Cs 充分 小 ,使 得 Bis ЕЕ ©” 满足 
sup ACR), в, GD) < È Q — mia fo, Z), 
则 存在 连续 映射 hA 一 M 满足 
` hog | A, = foh 
和 
dh’ i) =a sup dA Сх), x) 
一 sup |expr A Ce} 
= |>, | 


1 В 
Z |ф6й 
< —; у 14001 


1 B 
— g( E, (x), x 
Tn y 80Р, 48:69), nE) 


= min fa, £). 
又 因为 АСА) Е 8, ATER, 所 以 MACA RI 
有 
йу: A, — A; M. 
类 做 地 ,交换 忠和 品 的 地 位 ,我 们 看 到 : ТЕТЕ ЯВЫ 
йз: Á, — АСМ, 


满足 
| hE А, = gehs 
аА, ix) == sup (А.С) х) < min fa, fI, 
考虑 连续 映射 
Arh A ж ACM, 
E Pr Wa ДЕ | 


‚ 248 ， 


(hoho |А, = 可 of 站 和 及。 
dC Ahs i) = 50р 42(5,.( (z), r) 


< sup [aCA С), GD) + ACh) ae) 
=. зир 4(h,(y),y2) + sup dlh Сх), z) 


Ё +Ë 
< + 8. 


{EE hA > M PAWE 
iog |A = ofits 
- dalis ñ) = 0 =< 8. 
由 唯一 性 可 得 
hh, = ту = ША, 
同样 可 证 
°A, == ту = id | Az 
这 证 明了 А:А,-> A, EAM, WE 
(1) Азов, |А, = ghis 
(2) 4,4) a O 
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第 十 六 章 ” 双 曲 集 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 
$ 1 稳定 集 与 不 稳定 集 


首先 ,我 们 来 一 般 地 定义 稳定 集 和 不 稳定 集 等 概念 ， 
以 下 设 (X, 4) 是 一 个 距离 空间 。Hemeo(X) 表示 从 X 到 X 
ШИШЕ ЯН ИЖ ёт. 
定义 圭 1( 稳 定 集 与 不 稳定 集 ) 对 于 } € Homeo(X) 和 x є X, 
我 们 把 集合 
Мв f) = U € Х| Em APO) , Ox)) = 0) 
和 
%/“(х, j) = {y€ X |lim (70у) 770099) = 0) 
分 别称 为 了 在 x 点 的 稳定 集 和 不 稳定 集 ， 
定义 1.2( 局 部 稳定 集 与 局 部 不 稳定 集 ) 对 于 je Homco( X), 
x € ХЕ > 有 9， 我 们 把 集合 


Wiles J) (РСВ Се) в) ПУ (+, f) 


Taù 
НА ly e x PPO, f(x)) < s, = 0, 1, 2, ©з] 
| im (Су), P) — 0 


М(х, f) = n PICE), вә) Га, 1) 
= рех |7 Куз, 177000) < в, 0,1,2, з} 
lim df iG), f AG) — 0 
分 别称 为 了 在 = 点 的 (尺度 为 e 的 ) 局 部 稳定 党 和 局 部 不 稳定 集 . 


2 


注 记 1.3 由 上 述 定义 显然 可 得 
М(х, į) =a Wr, ГГ), 
Wele, J) = Wie, F>); 
НАЗЕ s > 0 8 
W'(z, J) = UJ WGO), Р, 


М(х, f) = |) EWEG Са), F). 
ET 


以 下 我 们 考虑 站 二 M Rk Yt $ AI Riemann 0 А18 Ж. Ж 

f€ ТИС М) l AC MZ R S iH ЛЕ, 
Т.М = E: E" 

是 由 4 的 双 曲 性 决定 的 Whitney W44. 我 们 将 证 明 , 对 适当 小 
的 5 > 0 和 尾音 的 x€ A, Wie, D 如同 与 五 : URI k SER ДЇ, 
ІХ Н 4 = dim E+; 同时 , М(х, J) А5 Е НЫ 1 ЕДЕ ,这 
Hi i <= dim Ez, 3FB ,z4 z А НАРЕЧ Plt ay 910 z 变 
tmas. БАНОК ВУЗЕ BI АХ Е 3EBJ TS IE Mu J 55 2 35 
定 流 形 定理 。 本 章 的 主要 任务 就 是 证 明 这 一 重要 的 定理 。 


62 稳定 流 形 定理 


定义 2.1 (C 嵌 人 男 盘 的 连续 族 ) HT eN, 我 们 把 


Dt = Í, = Gas 55) € R| Saca 


юх EAA. 

对 于 ACM ,我 们 把 {Dr} RA Cr ЖАҢ) РЕ 
族 , 如 果 对 任意 z € A 存在 x 0% U (x) ЕА Hi 

8:U (s) — Emb'( Dt, М), 
满足 
CCDA) = Dy, 0(yXX0) = y, Vy € U (x). 
这 里 Emb'( Dt, мМ) 表示 从 号 到 好 的 所 有 С” RAARD, Е 
。253 > 


是 CXD, M) 的 开 子 集 ， | 
定理 2.2 (稳定 流 形 定理 ) 2 Mh ЭБ ШЖ ВЧ Riemann Ў 
形 ,4 己 对 是 紧 致 集 ，16 Ditfr( M)(r 221) 以 4A 为 其 双 曲 不 变 集 ， 
Т.М = Е'©Е“ EH fE ARRERA Н 的 Whitney 和 分 
解 , 则 存在 C RK A ARRE [Dija MAR K > 0,0 < А< 
и =< 1, s > 0, БШ: 
(1) Т) = Et, Vx € А; 
GD WEE yc D; 
абі" (y), 1) ) < KA dCY, х) 
n=], 2, `" " 
【因而 DCW Ca, 12); 
(in) ХЕ уе DiN BE, Е), 
d(fOy), F) < mgd(y, х); 
(т+) DNR r, s) = Wir, f) 
CAm М(х, J) ЖС RATRE). 
ZE, В(х, s)= {yE М |2(у,х) < в}, 
МЕ АУШЕВА 6, ЛУЫ Y Khi s ТИЕШ. > Y 
叙述 方便 ,在 证 明 过 程 中 穿 播 了 一 些 引 理 。 
证 明 。 设 对 于 对 的 Rieman EEK s OA 
ITE Eris, YEE Е', 
ITK 22774151, Уу E", 
这 里 0<т< 1. Rieman 度量 5 ， , > 导出 一 个 Finsler 构造 | + |. 
为 方便 起 见 ,我 们 在 
| E = T' M = Е'@ФЕ" 
之 上 , 引 人 另 一 与 | * (Si Finsier 构造 
lz] = так{|®,|, 1841 
ХЕЕЕ = E, + E, € E= Т,М,„Е,Є Er, E, € E“ 相应 于 E=T,M 
的 分 解 , 我 们 有 截面 空间 的 分 解 : 
DPC E) = P'CT M) = P'LE SBTC Er), 


Еа) = (€ E|] = а}, 
E"(a) = {$€ ЕЕ < ay, 
E(a) = (š € El =< 2}, 
P(E (a) = {o € PCES о] < а}, 
ГСЕ“(а)) = {0 € TAHOE") |1191 =< а}, 
Г(Е(а)) = {a € ГЕ) cl = a}. 
由 4 的 紧 致 福 , 存 在 a > 0, ERRER хєл, 
exp: E(a) — M 
Je 2132 ERR ЛУ 150 0. 对 于 适当 小 的 0<p < ,可 以 定义 
Р:Е(р) — E 
Ë К> exprseeyofo exp. 5 
和 Ё:Т(Е(р))-= I(E) 
т è H Foof! 
由 Palis 引 理 (第 十 三 章 定理 2.2) 可 得 
DE) = D Fooioroj™ 
= Tforof™! 
= fr, 
FH 
(DĚ) 一 !*, 
ЯГ] F 以 了 为 双 曲 不 动 点 。 由 双 曲 不 动 点 的 稳定 流 形 定 理 
《参看 第 十 章 定理 2.8 ,推论 2.9, 命 题 2.11 和 命题 2.12) 可 知 , 对 于 
充分 小 的 е > 0, 存在 CC 映射 
С:ТККЕ'(о))—> Г°(Е*(ь)), 
满足 | 
G) Ekal = lels Мо 6 P(E Ce): 
(DG = 0; 
(b) сє =G 
<> 1# (0) [| © р, п == 0,1,2, -t3 
(с) s € Gu 
=> |Ё(а)[| < alel 


人 这 里 0<1 < 1), 
于 是 , # =G E: F {ЕЧ йш 0 А) ЕЕ ИИ. 
注 记 2.3 н ASE R PJM E ЖЕЕ FH га: 对 于 
x, VE Wig = 4.2, 
1 8 
leled 一 #0 == [х„ — $l < |z, У. 
特别 地 , 取 y 一 0, 则 得 
1аСх, S 1411. 
这 就 是 上 面 (a2 项 中 第 一 个 论断 的 依据 . 
由 上 面 的 (b) 项 ,对 任意 me TEC, 仅 有 唯一 的 s€ 
TE"(p))》 满足 
|Ё*(а,, o) < ps # TTET 
这 就 是 di 一 GC0,)。 从 这 事实 可 推断 出 一 系列 重要 结果 . 
引 理 2.4 对 于 任意 的 ce TXE(p))， 仅 有 唯一 的 c€ 
ME"Cp)) 
使 得 
sup "Со (я) ›озбх) 21 = оп 0,1,2." 
= о, ER JE о. = С(о). 
ШЕЯ, 
F"{a Сх), oC?) 
= Fr"(o(f "(PP С) 0), oAf (P GE 
一 Ё"(а,,а,)({"бх)). 
因而 
sup ||Е"Соубк)› aG = ПЁ о туй. О 
以 下 结果 指出 : GCC) 由 о, (хо) 唯一 确定 。 
51A 2.5 xT c€ CEC 1 nE Л, 仅 有 唯一 的 € 
Ez (Xe); 使 得 
П "(о (хо? Epil рэп = 0,1,2," 
这 三 就 是 一 Geto), 
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ПЕВА, 设 2,6 ЕТ (р), EI 
| F Cokro): 801 © о, n= 0,1,2, ++* 


G(o,)(%), x Æ 加 
al) Шш | Šas Ж тта Xo, 
Wj o€ TACE*(p)) 满足 
ПЕ (о, Са), оза) 
= ө, GCI] х= хь, 
|F" Cox} > Е,)||» x = ху 
= р, n= 0,1,2, YrE A, 
由 引 理 2.4, 只 能 有 c; 一 С(о,) ;因而 
Ез = ax) = Сах). (0 
ХТ 8.6 Е' (ә), Ж 
б, r= я(5,)5 


HO = 1, era) 
这 里 0, 表示 E, АЈ ТАЈ, PAA 
oh € ТК E*( o)), 
引 理 26 在 在 唯一 的 (覆盖 3534 E PRTI ETER 34 
H. E'(a)—= E“( po), 
ME 
Gn) = Нов,, Wo, Є PLEC, 
ШЕВА, IERRA H Е 
С(о,) = Hos,, Ҹа, € ГЕ (һо)), 
则 有 
Н(&,) = (Heo Xak) 
= Gat) E)), YEE ECp), 
因而 这 样 的 五 是 唯一 的 . 
Te JE V 
HCE) = G(oe*t)(z=(52), Vš € E*( o), 
将 验证 对 任意 oe Г(Е(02) #9 
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Gls) = Носу. 
事实 上 ,对 任意 ms Г*СЕ“(р)) ЖЄ A, i Pp = g(x) ,我们 有 
|Е°(о, (а), Нос, (х))1 
一 ЕСЕ, HE) 
= 1Еаб(а) > С(о%® DC 
E Ps n= 0, 1, 2, `: 
因而 | 
Hog, Cs) = G(o) (z), 
因为 * € 4 是 任意 的 ,这 证 明了 
| Ноо == Ga). D 
引 理 2.7 HEE EEE) 仅 有 唯一 的 S€ Е (о); 使 得 
MFE SJ] чыр, nm 0„1,2,++- 
这 5, Ж 5, = H(š.). 
ШЕРА, FH 
ПЕ(об(ж(2,)), Eal 
= ЕЕ, ED S p, n= 0,1,2, **", 
可 得 
E: == G(s" Xe) = НС). O 
引 理 2.8 五 满足 
(a) DH(0,) = 0, V хел 
《这 里 0, 表示 Et 中 的 零 向 县 ); 
(b) $E F-H 
<> FEH S o, п== 0, l, 2 
(с) EE «Н — 
[FGI = algi 
和 
|Е"(Е)| =< Kas|ë|, пе 0, 1,2, 
IEH, (a) 对 于 EEE?) RIJA 


NEC) — HO 1С(а) Са) — S 
1) о 
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< 16000) — С(0)] 

[91 | 
因为 06(0) = 0, 4 RAM, ERA Sa IPA ЖЕЛ, ЖЕНЯ 
了 

ЭН(0,) = 0, Vx € A, 
(b) 这 就 是 引 理 2.7 的 另 一 种 表述 。 
(c) 对 于 Ë = (fis НС(Е,))Є @ +H, 我 们 有 
ПЕС) = |ЕСЕ,, ЫЕ.) 
= ||F(eh(z), G(oen)(x))|]| Ce = (5,2) 
= || (ob, GAEE 
=< IFC, GC) 
< 1 maxÍ |04), |С(0&)|} 
=< ili] = 25| = А1, 
而 1 .1 与 有. 等 价 , 存 在 带 数 0< =< B ,使 得 
ББ | 15| =< BIEI УРЕ Т„М, 
于 是 ,对 于 5€ ЧФ,Н, 我 们 有 
IFE) = B|IF*(E)D|I 
= ВАЕ 


<2 rll s= 2 D 


TFE. Prhe HO EA. 
5829 HEHHEE C' 的 ， 
WER, нї ех, 
H(Ë) = G(st°)(=E), YEE Е'(о), 
ята Н RRR- ES ih ИТЕ 6: 
кесу > 9) 
ГК Е(р)у)ух A єх 
CE" CP) X А e E") 
其 中 


* 7%? • 


pi Ep) — ГЕ 62) 
£ — gt, 
ev: P*(E*(e)) Xx А» E*Ce) 
(о, х) э а(х), 
ЕЖ Фф НА), G СВУ, er ioo ERER, 
PE H ҮЕ ЕР С 的 ， а 
但 是 ,如 果 不 是 局 限 在 一 条 纤维 上 变化 , 则 因为 有 界 截 面 空间 
КШ {ВШ 34 
evi WERP)) X A— Е"(р) 
(т, x) сх) 
作为 凋 个 自 变 元 的 映射 甚至 不 一 定 是 连续 的 。 所 以 由 上 面 的 表达 
式 尚 不 能 看 马 互 的 连续 性 ， 我 们 将 召 的 表示 方式 稍 作 改变 ， 以 看 
而 其 连续 竹 来 ， 为 区 目的 , 先 从 呈 的 改造 出 发 ， 
5108 2.10 任 给 z€ 4， 存 在 * RARU БЕА 
ф: ENa (U) — PSC E*(e)) 


E e #, 
WE 
(d> FCE) ё, 
(s) |в%| 一 141. 


WRH, RERE r др ЕНДЙ ОЕ ЕЗБЕК V , k p ХАНА 
的 局 部 平凡 化 ,于 是 
E'| V = фу х R$), 
NHE x AWR U „ДЕ А 
UCF, 
HEERA p A — R, а 
i Epir 1 Yee A, 
Ос {зе A|#Gz) = і} 
Csupp 8 
cF, 
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ó, (y) = p (y, (Bu, tts 8, ))» 
这 里 | 
1. 如果 一 了 
1 maxi 
于 是 500: jel, Kk, 是 于 在 了 上 的 一 个 标 架 场 ， 我 们 可 
以 运用 Gram-Schmidt 正 交 化 手续 ,从 上 述 标 架 场 出 发 ,作出 E 的 
关于 <， , ` 》 的 正 交 规范 标 架 场 
e)s tta eO), yeV, 
ЖТ, Єт (ШС КУ), яр 


Gd 
£ == Уу ielat), 
f=1 
我 们 定 闵 


А 
ауу = 496) 2; Sicily), ШЖ y€ V, 
0, 如 果 y£ V, 
显然 有 
(d) (55) = 8, 
Се) 16% = [|z], 
е ЕСИНЕ 
P:i Ер) Пя (U) — T%E:(e)) 
E — g 
满足 引 理 的 全 部 要 求 ， 口 
引 理 211 HEEK, 
ШЕВА. FAREA 
F (o) = Босо}, F(E) = ехруясроѓоехр, св) з 
Вр 
Ё (а) Ск) = ехргіојоехру-к.0017(ж)) 
我 们 可 以 把 万 视 为 定义 于 PCEKp)) 上 的 映射 : 
Ё:ГСЕ(р)) — rE} 
m= К>» Ёоте}%, 
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用 类 似 玫 前 面 的 讨论 ,可 以 证 明 存 在 C 映射 
G: PICEIo)) 一 P E*(o)), 
使 得 对 任意 me imKEKp))，。 EGNE 
| 各 Woo ор, в 0,1,2, ++: 
或 者 
sup (Ето, бе), mir) со, aD, l, 2, -*- 


的 唯一 的 me Г(Еч(р)) E: z; = Glo). 
因为 
(ECE GCE) 

= j F(E Cai) G(6h)(x=ë,))1 

= p, n ma Ü, 1, 2,7’, 
由 引 吾 2.7, 我 们 得 到 

HCE,) = G(X E), УЕ Е*Со), 
我 们 拒 召 表示 为 以 下 一 些 喘 射 的 复合 


ECPN U) 2-0. гк'(руу x А 


-这 уч руу XA 
一 一 ~ Er(p). 
因为 这 时 | 
es: Г(Е*(р)) х A— E"( p) 
(а, х) > ols) 
己 是 连续 的 子 ， 所 以 互 在 ENU) LES, Ek p 
«ОЕТ Е(р).ЯИ НЕ Eo) 上 连续 ， 口 
引 理 212 设 X,Y 是 拓扑 空间 《Cr 流 形 ), H:X— Y 是 连 
ШЕЙ СОЕ) ‚ШШ 
| Cid: H): X —+ -HOCXX Y 
是 一 个 嵌入 《Cr RAN 
WBA, 设 =:X XY 一 XX 是 到 第 一 个 因子 的 投影 , 则 显然 
m| rH 
是 Gd, H) 的 逆 了 映射 。 口 


+ 260 = 


我 们 引信 以 王 记 号: 
ТЕ (о) = {E6 E'||E| < p} CE" (p); 
ELC p) = {E E Е ||&| =< p} CE), 
D, = (14, HXIEK p))» 
D, = exp D}. 
将 证 [Dih 满足 定理 2.2 的 全 部 要 求 . 
对 于 *e A, 存在 E: 的 环绕 = 的 局 部 平凡 化 邻 域 FF， 设 中 是 
相应 的 局 部 平凡 化 , 则 
ЕУ gp {F x ВА), 
选取 E: 在 了 上 的 正 交 规范 标 架 场 
e (y), ees eO) VEF, 
如 引 理 2.10 的 证 明 中 记述 . 我 们 定义 
о: V x р — IE (p) 


& 
(y, н)» о >l ше; (у), 
i=1 


д,Си) == expyo(šd, Н)ою(у, s), 
于 是 
- 9: F — Emb'( Dš, M) 
У» 0, 
是 连续 映射 , 它 满足 
OGIDE) = expye(id, H)ol Ey(p) = 
和 
0(y)(0) 一 ехр,0 = y, МуЄ V, 
鉴于 
(Dexp,) = id 
和 | 
(06:4, H)) = (id, 0) = $, 
《这 里 j: E: 一 E 表示 自然 放 人 人 ), 我 们 看 到 
T D: = (Dexp,.)(DGd , H))( Eš) 
= j, Ex = Ex. 
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Ee 


这 证 明了 定理 2.2 的 G), 
Ж yE 05, W ехр!ує D: C +H , 因而 
dLE Суу, PO) = | exp Су) | 
= | F"( expx'y)|l 
=< Ка" | expr'y | 
= Kand(r., у), n= 1,2, *** 
这 证 明了 定理 2.2 的 (и), 
引 理 213 设 E m= (E Н(Е,)) є ФУН, WI 
WEI = (El Z HCE. 
证 明 ， 
НС, = |Сб(ае% )( rE)! 
< |С(е®%)! 
= |] = 18), PJ 
由 于 |- 11 + ПАЗ ИГЕ, 一般 地 有 
bil =< El < BIE НИИ 
对 于 充分 小 的 上 6 Н, 我 们 有 更 加 精细 的 估计 . 


引 理 2.14 任 给 0 一 3 < 存在 0<8 < p, 使 得 对 于 


5 (Ë, Н(Е,))є УН, [[Е | == 15,1 =й, 


(1 一 引咎 =< El << (! + El. 
证 明 。 由 于 G(0)= 0, (DG) = 0, МАЖЕ 0< 5 < o, 
使 得 当 ce Г(ЕҲ(р)), 10| < $ tA 
1С(0)| < aie], 
ШЕ — (E, НСЕ,)) € rH, ši = |&,| =< 5, il 
IHG D| = ]|G(eti)(=5,2| 

= |С(о®)|. 

= q || = nl|šl. 
这 时 

(1 — piil] =< |, + HCE)! < 《1 十 7) | š | 5 
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(1 — m)l] =< ië! = (1 + 5011. D 

BIA 2.15 设 6 一 minl568, 5}, WAHT 
EE F-H, |E] <s, 
我 们 有 

(1 — pS |£ | =< (1 + E 

证 了 朋 。 这 时 有 
1 1 
isg [5] < О 


8 0< 3 < 2. 充分 小 ,使 得 


ocam 1” у<1 


对 这 样 的 34: 取 相 应 的 3 和 对 满足 上 面 的 引 理 214 各 引 理 2.15 .将 
证 z, в 满足 定理 2.2 的 GH) ЖП Gv), 
对 于 x€ 4 和 
EE DAN{EE T,M||S | <}, 
我 们 有 


А 
1— 7 


ДЕСЕ) < АЕ < [&| < s <a, 


ЕСЕ < G + ЕСЕ) 


== 
1+7 
= + r = 
LEA р = alët <e, 
ШЖ ye р. ПВСх, s), 那么 
expziy€ БЕГЕ T.M ||Ё| < ey, 
于 是 
асбу), Hx)) = expri Су) 
一 | F(exp;'y)3| 
< | epy | 
== tt d(y,x) =< в, 
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这 已 证 有 明了 定理 2.24 Gii), 
用 归纳 法 可 进一步 证 明 ,对 任意 的 
ye D: 1B(<z, в), 


我 们 有 
а) C) PO) < н"4(у,х) <в 
(п = 1,2,--+°), 
因而 
YE Wile, f). 
ЯЖ, У 满足 
RF Су), PE) < в, 
ип 4(P (y), PG) = 0, 
那么 
|[F*(exp;'y)| = dF Ef a < £ < p 
(m= 0,1,2, -.--), 
8 
expr y E DiN {EE TAMIIE| <s), 
ye D NBr, е), 
这 样 ,我 们 证 明了 定理 2.2 之 (iv): 
DiN Bir, s) = М(х, J), хєл, 
至 此 ,我 们 完全 证 朋 了 定理 2.2。 и 


Hit 2.16 + z€ A, 我 们 有 


Wila, р) = {yE M (PU, FOO) в, п 0,1,2, 3-5 


ПЕВЯ, ЮЖН 


Wile, Су € М |4("(у), FE) enm 0,1,2, 


另 一 方面 , 设 
g(P (y), POD св р, n= 0, 1,2, +: = 
ДУ . 
|К*(ехр'У)| = | exproof Cy) | 
== d(F' (y) f" (z)) < E =< p, 


n = (}, l, Aas" 
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于 是 
exp € DN {EE Т,М||Е| <}, 
y€ DNB, s) = М(х, F), {_] 
我 们 注意 到 以 下 事实 
Wile, J) = Wix, 0), 
М(х, f) = Wx, Р), 
于 是 ,上 面 得 到 的 关于 稳定 流 形 的 全 部 结果 ,只 机 在 陈述 上 作 少 许 
改变 , 即 可 适用 于 不 稳定 流 形 的 情形 。 例 如 , 相应 于 定理 2.2 和 推 
iË 2.16, 我 们 有 
定理 2.17 (不 稳定 流 形 定理 ) M EHH Riman 流 形 ， 
АЄМЖЖҖ ЕСЕ, f € Diffrí M) (r > 1》 以太 为 其 双 曲 不 变 集 ， 
Т.М = EF' 儿 EBE* 是 由 f 在 4 上 的 双 晶 性 条 件 给 出 的 Whitney 和 分 
解 , 则 存在 C' К АПЫ АЛ РЕВ Ж {О}, 和 常数 到 > 0, 0 < 2< 
в 1,82» 0, Жа 
(1) Т.Р = Ер, Vx € А; 
Gi) 对 任意 ye D! 
ас "Су? f "CGa)) =< KAO, х), 
К п=],72, ++ 
(因而 DtC W“(r, })); 
Сш) ЕЖ ye О?Г\Ң(х, в), 
ау), f 1G2) < и4(у, r); 
(ti) DIDB(z, в) = М(х, f) 
《因而 Wir, f) ЖО ATHE). 
推论 2.18 对 于 xeA, 我 们 有 
М(х, Í) =з Iye М |46} "©у)› Г”) < E, n == 0,1,2, --- h 


53 ”稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 的 横 截 相交 


Rab- ha. Р 
T.D! = Ez, TD = Еі, 
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所 以 Wifes J) 5 М(х, }) Æ z ARR, ЖУН ES F RJ E: 
指出 ， 对 于 适当 小 的 8 > 0, щу, z€ 彼此 充分 接近 时, УУ (у, 
J) 与 WIKz, 1) 也 有 人 锥 一 模 截 交点 ， 
81431 51,3, МЕС Cr 2 1), 
dim? + dimJ = dim M, 
Ж A, B 是 距离 空间 ,而 
{fatas CCCI M) 
和 
ljeta F CCO( J, М) 
是 Cr RARES, SHE (1) 18267) 有 一 个 横 截 相交 点 
fa "= ool 53) = fpol toa), 
Аа 充分 接近 as, 8 充分 接近 0, 的 时 想 ， (1) 与 j (J) # WE 
一 充分 接近 tan 的 横 裁 相交 点 
Xap == tok sag) = fat tap) 
JE R 53 A yE S Hc šA T eMe, 
证 明 。 这 论断 本 质 上 是 局 部 的 、 通 过 取 局 部 坐标 可 以 假定 
= DiCRt, J = рс, 
M = D”C R", $ + = m, 


考虑 映射 
Pai X J] — R” 
(sa) H i G) — 18), 
RNAF 
Рб) = 0, 
ЖН. 


D P „О, to) = [Di, (s|); — Diato] 
EFH. АРУНОВА bP ЖЕГЕ KM, EE 9.7), FE 
m RIF WR Ada Во УЗЕ Bos < AIA WR 5, n 的 开 邻 域 工 积 
0є R” ОЯУ. АТ ac Ao BE Bo 有 
(a) P. fE W = 5 X 上 是 单一 的 ; 
(h) Pal); 
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(c) DP. ÆW EENE, 
于 是 ,对 于 ає АЛ», PE Bo 存在 唯一 的 
586 S, z, € T, 
使 得 
P „(арэ tap) = ial Sap) — faltas) = Ü, 
HIT Се), 401) 5 j (7) ТЕЛЕ {ПИЗ 4838 5 
Хая "= fol sap) = Сы) 
是 拭 截 相交 的 。 至 于 这 交点 对 参 变 元 e, f [УЕ НЕДЕ, 也 由 第 
六 章 定理 9.7 可 以 得 到 ， 0 
定理 3.2 证 凡是 一 个 光滑 的 Riemann WE, À C M Eb Ж H 
Ж, f€ Diffr( M) 以 4 为 其 双 曲 不 变 党 。 则 存在 充分 小 的 正 数 8 
和 10<1< s, 使 得 对 于 y, z€ А, d(y, z) <.8, 可 以 断定 WO, 
f) 与 Wi(z, 1) 有 唯一 横 截 相交 点 [1y，s]， 并 且 这 交点 [y, z] Æ 
综 地 依赖 于 > е, | 
ШЕВА, RRETHE 2.2 和 定理 2.17,5Д] Ж z € Л, 存在 x 的 
Wik Оох) ЯП C" {Ж À i tn 2k k 
Bs: D: — м, 
FCD) = Юу, OO) = y, Vy € U C), 


0.7% — M, 
GD) = D}, 000) = y, YY E UC), 
我 们 知道 ,不 稳定 圆 盘 D: 与 稳定 图 各 D: 有 唯一 横 截 相交 点 rN 
而 存在 
0< 和 Oer < Ero 
使 得 当 
у, хє Л, Bry ЗН ds , x) =< e; 
Аа, Dy 与 D, 在 RC, ¿,) 中 有 唯一 相交 点 [y, el ARAE 
RRT У 2, H. D; 55 D: 在 这 交点 上 是 彼此 横 埠 的 . 
258 ARIN RABCE) trea 6 2 0 EAER Lebesque 
数 。 ЕУ, zs] 对 y 和 =* 的 连续 依赖 性 ， 对 任意 6 А, ## 0— 
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nr < ë 2 , 使 得 当 
y, z € А, (у, х) < w, FH d(z, z) < n, НН 
d([y, z], z) < Er2. 
26 8 ARRA (B(rz,n.))y. a. Wk n > 0 Peor АҢА Lebesque 
Я Vl 
8 = miníÍz, E}, 
于 基 , 当 
Уул Л, dy, z) = 68 
ЈЕ, ТЕЛЕ x€ A, 使 得 
d(y, r) < хэ d(z, х) < mz, 
这 时 有 
4([y, z]; х) < er2， 
ау s], y) < s/2 + n< е, 
асу, =], z) < 6/2 + n, < 8, 
В p = Dy, 2] EWO J) E; Wi(z , 1 的 模 截 相交 点 。 
BA mR d(y, z) < 5( < в), 9 WO D WCs 
f) 的 相交 点 ,那么 显然 有 


у») < в, 
dg, y) < ë, 
d(g, z) <E, 
因而 存在 x€ А, 使 得 
y, zy q € Вх, 6z)C В(х, Ez). ` 
田 D; 5 D+ Ж Вх, 6.) 中 的 交点 的 唯一 性 ,我 们 有 
| q = [y, z], 


这 就 证 明了 Гу, z] 是 WiO, f) 与 Wils. Р) 的 唯一 横 截 相交 
m, П 
推论 3.3 LEEA AHA 6 ДА 的 一 个 可 扩 常 数 ， 
证 明 。 留 给 读者 作为 练习 、， = 
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第 十 七 章 ”公理 A 系统 
{1 Д ЖА 


在 第 分 动力 系统 的 结构 稳定 性 与 2 稳定 性 的 研究 中 ，Smale 
提出 了 一 个 重 村 的 基本 条 和 件 一 一 公理 A. 与 此 相关 联 , 他 提出 了 被 
称 为 稳定 性 猜测 "的 两 个 著名 猿 测 : 

DEA + 强 横 截 条 忻 e> 结构 稳定 性 ; 

公理 А 十 ЖЖЖ <> o REH, 
两 猜测 的 充分 性 部 分 随后 为 Smale 本 人 及 其 他 学 者 所 证 明 。 必要 
性 部 分 的 证 明 却 显得 十 分 困难 ,长 期 来 能 解决 。 近 年 来 ,我 国 亡 山 
府 教 授 在 关于 稳定 性 猪 测 的 研究 中 取得 重 六 进展 . 《人 参看 [23].) 

下 面 几 章 的 主要 任务 之 一 是 证 明 如 下 的 如 稳定 性 定理 : 
公理 A 十 无 环 条 件 一 Q 稳定 性 . 

在 这 一 章 里 ,我 们 先 来 介绍 公理 A 系统 的 口 集 的 基本 集 分 解 ( 吊 所 
谓 谱 分 解 ”)。 

定义 1 公理 入) 设 好 是 一 个 紧 致 的 光滑 的 Riemann 流 
形 , fe DiffF( 涉及 了 的 以 下 条 件 被 称 为 "公理 А”; 

(A) OG) 具有 双 曲 结构 ; 

(A,) Per(f) = 0(1)， 即 周期 点 在 非 游荡 集中 稠密 . 


52 局 部 乘积 结构 


设 邓 是 光 消 Riemann 流 形 ,ACHM EERIE, fE DCM) D 
各 为 其 双 曲 不 变 集 。 在 第 干 六 章 53 中 ， 我 们 证 明了 : 只 要 y, 
z€ Л, d(y, z) < 8, 就 可 以 断定 WiC, f) 与 Wice, р Agu 
HARA [Уз х1]. [ni EF; 在 怎样 的 条 件 下 能 有 [y, =] 


= 269 >» 


oe CT rp r m Ó + сз ape o e з + 


€ À? 

定义 2.1 (BRRR) 如 果 存 在 上 之 0,608 y,z € A, 

d(y, z) < 8 УНН, 78 
[ys] E A, 
则 称 7 ТЕ А Б R S'ka ua ЙЫ, 

例 2.2 KAA Rieman # Б М БАЈ Anosov 微分 同 EK f 
EM БИ ЛЗ, 

ЖУЗЕ AREEN: 紧 致 的 光滑 的 Riemann MEM EAJ 
公理 4A 微 分 同 且 f 在 其 非 游荡 集 ОО) 上 具有 局 部 乘积 结构 。 为 
此 ， 先 要 作 一 些 技术 性 的 准备 ， 其 中 关键 的 步骤 类 做 于 Paiis 的 
引 理 失 参 看 [2412. 

UTR Е, E, 和 五 :表示 有 限 维 的 Banach 空间 ， 以 上 | 表 
示 这 些 空间 中 的 范 数 .对 于 乘积 空间 

Е = E, XE, 
AKRA РАЈЕ, 
lxi = тах |а, |х,|}, 
Yr = (xe Е X E, = E. 


我 们 记 
E({p) == {хє Е |х] < р}, 
Ep = (xi€ Eljan] чор}, 
Eo) = {n€ Elini = e), 
显然 有 


Е(о) = Ee) х Ер), 

5108 2.3 ЖЕ = E, x E, ЕШ, ICE EC 子 流 形 
(r Z= 1), dimi = dimE,, ЩЕ ГЫ E,( = E, X i mE е 
相交 于 z, 那 么 工 在 如 点 邻近 可 以 表示 为 - 

| | (g, 4)Е Кр), 
这 里 g: E,( o) — E, 3 С' 映射 

HERH, Дж: E = E, x E, > EE, 表示 投影 因为 了 在 ?点 
与 E, 横 截 相交 并 且 dim / = dimE,, ВИД ml 1 在 了 点 邻近 是 局 部 
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ДУ [ЇЙ 35 АЈА ИВА 09 
С = (0,2): ЕХр) > ICE, X Е,, 
则 
тоф = h = id: ЕХр) —» Ер), 
这 证 明了 
G = (g, id), O 

引 理 24 ik PC F ET-39, 08 P, fé C'(P, Е) ESRARI 
АЈА, CU 0 Xy ROM H AK235 ка, WEE E Bu T Z= B] E, 和 E,, E 
HF TEU C PH С' 局 部 坐标 

Ф: U — Е,(о) X Ер), 
使 得 
f = pofog 
HA R E buy БЛ а э 5 90196 
Elp) 5 Ep) (—E). 

ПЕНН. Е, Е, 分别 是 D 0 的 稳定 子 空间 和 不 稳定 子 

空间 ,由 稳定 与 不 稳定 洲 形 定理 ,存在 C' 映射 
Е(6) — Elp) 
和 和 
фи EP) — Ele), 
848 (22, Ф.) Ele) fü (bi, id)5E,( e ) 分 别 是 了 上 在 0 点 的 局 部 稳 
定 流 形 与 局 部 不 稳定 流 形 , 记 
(x. ху) =s (x, — bi(x;), x; — $x) ), 


因为 
04.00) = 0, 040) — 0, 
所 以 
і, — Dpc) 
PEC, 0) = loso 1, ~ É 


Rm e E — О ИЛЕ 
p: U— Ер) X Ep}CE(p) х ELp), 
中 把 了 在 0 点 的 局 部 稳定 流 形 Wi. (0, J) 和 局 部 不 稳定 流 形 


+ ті Ф 


W. (0, 及 分 别 变 为 
ФОМ, (0, Р) =< Ep) X {0} 
和 
ФС? „(0,}) = {0} x ECP). 
REEF -| pof” 的 局 部 稳定 流 形 和 局 部 不 稳定 流 形 。 D 
引 理 25 MEC HEC 之 1), РСМ Ж Ft 3R,a c P, 
而 je C'(P, MD) 是 到 象 集 的 С 微分 同 胚 , 它 以 4。 为 其 双 曲 不 动 后 . 
则 存在 4 点 的 邻 域 和 C 局 部 坐标 
$: V — E, X Е, 
使 得 f 局 部 地 表示 为 
j= pofop™'; Elp) х Ep) — E, X Ez, 
ON х.) = (А,х, + Pilti 0), Az; 十 q (xz. ®;)), 
这 里 
A, € LCE Е,), 41€ L(E,;, Ё,) 
PE 
lAl <r<1, [47| srl, 
而 p Е,(р) X Ep) 一 E; i= 1,2, 满足 
qp (0, x) = D, Vx;€ Е,(р), 
Pars 0) = 0, Мх Є E,( o), 
14р(ф,) < в, Lip( p) < в, 
证 有 明 ， 先 取 a 点 邻近 的 局 部 坐标 ， 转 化 为 E 中 0 点 邻近 的 局 
部 情形 ,然后 采用 引 通 2.4 中 的 坐标 变换 , 把 局 部 稳定 流 形 与 局 部 
不 稳定 流 形 分 别 变 为 KO M Ep')}， 最 后 ,适当 地 缩小 范围 ,使 
FR | 
Lipp) < в, Lipp) < в 
得 到 满足 ， T 
引 理 2.6 RHEN 
f: ECP) X Ер) + E, X Е,, 
fOr) = (Ax. + Q. (xo, ха), Aata + p. (z. хз)» 
满足 
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AELE, E), AELE, E,), 
[4,1 <r<1, laz =< r <, 
g, (0 х2) = 0, Wr; € ЕХо), 
Ф(х.,0) = 0, Ух, Є Eile), 
Lipp) < =, Lipp) < £, 

这 里 


-i — 
0< e< те} г, t 2 11. 


又 设 TCREKo = Elo) х Ер) JE Е(р) RRC 90, dim! = 
dimE,,3Ë H. Т ISE,(6X = ELp) x {0}=—>Е(о)) ЛНУ Р. 
ДЕЕ ВК л MEX т, 使 得 
ia œ PINTE) 
ЛЕ P, == F 邻近 表示 为 | 
(2,14)ЕХ л), 
ХЕ zg: En) — Е, E: C' 映射 ,满足 
(Dg) | < 1, Yre EKn). 
证 明 。 由 引 理 2.3， 1, CIO E 3C(E(o))) E Ра = 1*СР) SB 
近 可 表示 为 
(g£ 12)Е (ть) (K = 0,1,2, +), 
只 人 须 证 明 当 z 充分 大 时 
An = |(Dz,h| < 1, 
因为 这 时 对 充分 小 的 0 二 4 < w, 就 有 
1 (Dga)s, | < 1, Yre En), 


对 于 
(CET a EL) = ((Dg.E2 , E2) € ToT, 
记 
(Ез, Бо) = (DCE s E E Т, 
(¿= 1,2, -:-), 
因为 
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(Din == B А 
0 A, + Әх, 
(k = Ü, l, 2, - 
所 以 | 
(Y a ° дф, ° Өф 1 
ла + + (22) ы, 


Р 


因而 
laj 一 Dg hi 


— su LEP] 
өр Er | 
(z+ еа + elti. 
<ap | (r — в) | | 
sts op BU)  # 
<= ин t = 


包工 1 十 二， 
ë Ë 


这 里 
b= r” — s> I, 
由 归纳 法 可 以 得 到 


= 1 
1, =< + Рэ 


<l „+ — . 
bš P—1 
但 8 二 TT- 一 一 1 一 上 一 1， 所 以 当 包 充分 大 时 就 有 


= ов = дА 
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引 理 2.? 关于 了 的 假设 同上 ， 如 果 了 在 PE EC) 邻近 可 以 

表示 为 

CG id)E з), 
这 里 z: En) — E, 是 C 映射 ,满足 

IDp| = H, 

ЖА Р, = JONTE) ЖЕР, = р) 邻近 可 以 表示 为 

(g, id) En), 
HE pg: Eln) — E, Ж С 映射 ,满足 


Dp] < а= te ш}, 
r 一 eg 


证 有 明 ， 设 + 一 ER x;)=(g(x:) > х.) 入 у= (у, У) = (е(у,) 5 
у.) Æ INEC) 中 的 任意 两 点 。 记 
х' (жр) = ftis ху) = Ск), 
y' = (yi, у) = JO YD) = IG), 
Д9 
ly; 一 x| = +T], — x,Í + g||y — x 上 | 
=< (т + в)[у — xli» 
ly; — n| Z ly — — elly — xil 
= (170—8) — xl, 


Р F T & t? ғ 
[Уз — 23| 所 一 二 -和 |y: — szl 
rT! 一 - Б 


一 |); 一 zx 
由 此 看 出 xi == а(х) 满足 
IDa| =< z < 1. 
MA HERR е, 可 以 定义 于 EC) 之 上 ,为 此 ,只 须 指出 
ж;°}°{е, id JE) ЕА). 
这 是 因为 
8, = pp, 
这 里 | 
фу = mofot Es id}, 
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Фф. = я;°]вСр„ id), 
由 下 面 的 引 理 ,我 们 将 看 到 : 
PEDEL] — s)n)Ə E,(n), 
引 理 28 (F, |. D Æ Banach 25], ФЄ1(Е, PÆ 
逆 线 性 映射 。| A471 ст, 又 设 $€ CFC), F) 满足 
ф(0)= 0, Lipp — A) < < z, 


bli] 
PLEC D FC — e)n), 
ПЕНН, 记 四 一 由 一 4 W Lipe) < є < r>, 对 于 
yE Fr — e)n), 
我 们 有 
147 = rir” — в) = (1 — tedn, 
置 
Dx) = — Aa (x) + 47У, 
显然 


Lip = Lip( Agp) < rs =< l, 
.并 且 对 于 xE FDA 
PGO] < lP) — Ф(0)] + |Ф(0)| 
= 14р(Ф)|х| + |479] 
= rey + (1 — тЕ)у = w. 
我 们 看 到 : PEM Е( | Fo 的 压缩 里庄 ,因而 存在 z € F(n)> 
使 得 | . 
x = (x) = — Apa) + 47У, 
即 
ф(х) = Ar + plr) = y. 
这 证 明了 
#(F(n2)2ƏF((z' — e)p. [T 
引 理 2.9 ZME C Ж (r 2: 1), f€ Diff(M) 以 a € МОЗ 
НУНА, 1, JC МЕМ C THÉ, dim? 一 dimW”(a, }), 
dimy = dimW'(a, f), T ES Wa, J) 8883822 F p, J 与 W*(a, |) 
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横 截 相交 于 9， 在 此 条 件 下 , ЛЕЗО КАЈА п, EEr 与 
J 模 截 相交 于 任意 接近 于 9 的 点 , ЖА БГА РЕ 
接近 于 的 点 ， 

ПЕНН, УЯ (р) 和 } "(#) RE N g, HAA 
КРЕ Ср) 的 充分 小 的 加 盘 代 替 [以 六 5 上 环境 9) 的 
充分 小 的 贺 瘟 代替 7, 可 设 

bt,ge V, L, JEF, 
这 里 是 由 引进 2.5 对 于 了 和 六 :确定 的 = 的 邻 域 ， 这 样 , 我们 把 
5j 理 的 证 明 转 化 为 
Е(р)= E({p) х E,(e) 
中 的 局 部 问题 ， 又 由 引 理 2.6, 不 失 一 般 性 可 设 工 和 了 分 别 表示 为 
(g, 12)Е (т) 104, A)E (m). 

m EE # ЯПА ЫЕ. 

(Dga < 1, Мх: En)» 

IDA(<x=.)]| &1, Yr € Ela). 


P , = 1р), а= 17409), 
i=], 2, `: ` 
= k, РЗ Лу Ki, RNE 
[Р] = EGOI < š = (1 и), 
Па = IC] < 6 = (1 р), 
这 里 有 如 引 理 2.7 RAE, Р E Р, 邻近 的 部 分 可 以 表示 为 
(Ers 19) En), 
而 让 了 在 邻近 的 部 分 可 以 表示 为 
(id, b: E (m). 
因为 
| 区 0 = ПРА < ë = (1 一天) 
|D | < a= 1, 
所 以 
|g,(z;)| < Vgl) #00) + larC0)) 
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< илт (Í — almen 


Yr E Ea). 
这 说 明 
BLECE Cn)» 
{grs 14 JE CEC), 
[A Fe ЕГЕ , 
hC EK) CE:n), 
(id , à) E (m)C E(n), 
ЖИЗ РЕВ 


х= AESF 
и Ск), РЕ En) X Еа) — Еа), 


把 第 二 个 方程 代入 第 一 个 ,得 到 
z, = об), z, € Е (я), 


因为 
Ілр( 2, ` hi) =< Lip g, ` Lip #; 
=“ < 1, 
两 以 有 了 唯一 的 (x, xX) € E,(mn) x Е,() = E(n), 使 得 
W = AEDE 
х. "= TEDA 


RREH 5 fT RZ МЫ 
Del < #—< 1, Dh <= < 1, 
所 以 }^1 与 站 在 交点 处 是 模 截 的 ,如 果 记 一 大 十 1, 那么 
pPl= hul 与 J 

ИЛЕБИН 5 

Наин ERSE 4 АЛЛ ЈРВ, "4 s 
ПОК, PI 与 了 的 交点 可 以 任意 接近 于 4。 LI 

ЖЕ 2.10 jm fe DiIfr( M) а € муна, СМ 
是 С ГЖ, ај 一 dmW (a, f), J 5 (а, D 横 截 相交 于 4， 
UCM 是 开 集 ， 

UNW{a P E D, 


WU E РЗА ERS J ЯЗ ЖЫТ q 的 相交 
F, 

对 侦 地 ,如 果 把 "稳定 流 形 " 换 成 "不 稳定 流 形 ”把 “不 稳定 流 
形 " 横 成 ”稳定 流 形 ” ,把 " 正 向 达 代 " 换 成 “ 负 向 迁 代 ”所 得 到 的 论断 
RRM. 

证 明 ， РЕСП (а, {), ЖЮ Р Б Wea, Р ОН 
ZERI А ERA ICU, IEE k = dimW“(a , 1), RAMASE 2.9 
RE. D) | 

引 理 2.11(Ж1Д51Ш) їх, ye ME 1f€ Diffr( M ) ОЛАНЫ 
ЯН, We, DS WO, 横 截 相 交 于 3 AWO, f) 5 Weer, 
f) 模 截 相交 于 ?点 , 则 上 和 4 都 是 了 的 非 游 荡 点 ， 

证 明 . 因为 arcal), М(х, БСУ" Ох, J), МСУ, 
POWY, 必要 时 以 天 代替 天 可 以 认为 和 ?都 是 于 的 
不 动 点 ， | 

ЖО k: Р ЈЕ АЧАБ, 出 推论 2.10, ТЕТЕ ЖАГА, 
使 得 

FUNWA, 
РР 10;, 对 于 开 集 U, ханг, РОО) 5 
Wir, 有 在 ?点 的 任意 邻近 相交 : 
ORDONUNW( zx, Р) ED, 
+E 
ОТЫШЛЫ +Ø, Г] 

EE 2.12 МЕКЕ УС Riemann 流 形 ,Fe Diff'( M 2 
满足 公理 4&, 刚 了 的 非 游荡 集 ОС А БЕЗИ isi, | 

ШЕВА, 由 第 十 六 章 定理 3.2, R х,ує OC) 满足 d(x , y)< 
б, ЖЕ: 

М(х, f) 5 Wi(y, Р) 

横 截 相交 于 唯一 的 一 点 [r, y] € M, Ж Н (х, y] 连续 依赖 于 * 和 
y, | 
WR х,у RER Fa AITSA 2.11 已 经 指出 # = lr, y] >N 


"рә = 


Р = [у, zx] 都 是 f ER Wb A A TARRE, AAAA ТЕ ad) 
中 稠密 ,可 取 周 期 点 e My ЖЗ B ЯП y, FÆ lz ,7 
офа 38 [х,у] |. ЖА] Ж) 2f) 基 闭 集 , 所 以 应 有 [x， y] ° 
262. 0 


zJ 题 
21 1201.0, 1,555,435 z = x) E: f€ Difr( M) 的 双 


曲 周 期 点 ， М, [) 与 КАЄ). 横 蕉 相交 于 P.G = 0, 1, -> “э 
k 一 1), 试 证 明 P; € Q) =—0,1,---, & 一 1). 


$3 谱 分 R 


定义 3.1( 拓 扑 传 递 ) 设 关 是 拓扑 空间 , F: X— X ЖБИ, 
它 定义 了 X 上 的 一 个 动力 系统 。BR (或 了 所 决定 的 动力 系统 ) 称 为 
是 拓扑 传递 的 WMR t q — Shi zE x rh 8355. 

命题 32 设 X 是 紧 致 度量 空间 ，PF: X — X ERE, ZMF 
是 拓扑 传递 的 ,必须 而 且 只 须 ， 对 蒜 的 任意 两 个 非 空 开 集 可 和 了 ， 
存在 整数 呈 使 得 

PUNE ÆA, 

ШЕВА, 必要 性 . {Falke Ж} 是 一 条 稠密 轨道 。 则 存在 

整数 和 4 分 别 使 得 
FP(a)ye U 和 Ffae F. 


于 是 
FIA F°P(a))= Faje F*-'U [Y F, 


充分 性 。X 是 第 二 可 数 的 , 设 
Uis Uis +" > Uas * 
是 其 拓扑 的 一 个 可 数 基 ,由 条 件 , 对 任意 aeN 


U) к", 


是 一 个 向 密 开 集 。 由 于 XX 是 一 个 Bare 空间 ,集合 
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П U FU, 


ЕЙ ЕД 


也 在 X п. ТУУ РЕБ 
ає [| U F%U,, 


ТЕН ЕЛ 


轨道 
¿(Fi(a)l REZI 

ЕХ Фф. Li 

注 记 3.3 在 上 面 命 是 的 证 央 中 ,我 们 只 用 到 XX 的 第 二 可 数 性 
质 和 Baire 性 质 。 因 此 ,把 " 紧 致 度量 空间 ”的 条 件 换 成 第 二 可 数 
的 Baire 空间 ”, 同 样 的 结论 仍然 成 立 ， 例 如 ，X 可 以 是 第 二 可 数 
了 的 局 部 皮 Hausdorff 空间 ， 电 可 以 是 第 二 可 数 的 完备 度量 空间 . 

直面 ， 我 们 讨论 本 节 的 中 心 回 题 : 公理 A 缴 分 同 蚜 了 的 非 游 
g E G — О(р) ЛЕУ. 我 们 将 证 明 : 如 可 以 分 解 为 有 限 个 互 
不 相交 的 闭 不 变 集 之 并 

d= OU Ua, 

而 限制 在 每 一 不 变 集 О, Е, fl Q, 是 拓扑 传递 的 ， 

先 作 一 些 必要 的 准备 . 

ЖМ Je PAS GP Riemann Ж, ЈЕ Ditft M) 满足 公理 A. 
对 于 РЄ Per(f), BE Wn = wi, f), 

Wp = WONS, 
Xe = Wo, 
LHF SCO, RIEM 
B(S} = {y€ Qla(y, 5) < з), 
显然 有 
X, B ,(W,)C B, Xp). 

引 理 34 ik Q — ОО) НА КАТА У ВОЗЕ В. 
第 十 六 童 定理 3.2, 对 于 双 曲 不 变 集 吕 可 以 确定 一 个 正 数 #。 我 们 
12: Т 0<x =< 6 

Хь = В,С, ) = B Xo). 
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ШЕЯБ, 对 于 z€ BCX ONPG), FE wE We, 使 得 
d(x, w) < x= 8, 
记 
y= [= , z]. 
则 
УЕ Мо) П ОСМ" Сә) ПО = Wp, 
yE WCs), 
i: x 的 周期 为 i BM 
х = lim fy € W, = Xp, 
我 们 证 明了 
| B (Xe) N Pe Xo. 
对 于 任意 的 ze B(X ca A AAAA rE В„(Х,)Г\ 
Per(/)C X, FEIE, TE 
z = lmr, £ Xr. 
这 证 明了 
B,(X,)C X, = 
SIA 3.5 15Р, gE Per(f), Х,ПХ. Æ @ , W] X, = Xy 
HER, 取 09< < 5。 因为 
BW pN Xa = XN Xr = D, 
存在 x€ И, YE X, EB 2(х,у) < п. TE: 
x B,(X,) = X, 
设 ? 了 和 #8 的 周期 分 别 汐 0 т, AA 
' x £ W“(p) 1 Ky, 
ri X, # ВУР ЗЕ, ЭТ 


P = шп} "кє Ж», 
kate 


对 任意 的 z £ Wa RITA 
lim tg = P € X, 


#->-+ + 


因而 当 达 充分 大 时 有 
F mz € B,(X ) = Xa, 
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由 此 得 到 *e Xer。 这 证 明了 W,CX¿ AN 
X, = ИА», 
HE 
K, X. D! 

定理 3.6( 谱 分 解 ) 设 邓 是 紧 致 微分 流 形 ，fe ОСМ) W 
公理 A, О = ol) 是 其 非 游荡 集 ” 则 上 分 解 为 两 两 不 相交 的 闭 不 
变 集 之 并 

© = AUGU- e UR, 

而 ? 限制 在 每 一 个 9; 之 上 是 丘 扑 传递 的 ， 

证 明 、 如 上 记述 ， 对 于 PE Per(f), X, = B,(X,) E O th BJ 
开 集 。 因 为 口 是 紧 致 的 并且 

ос |] в„(Р) 


рЕРет([) 
с Ú B(X,)= U x, 
bereri} P E Ferf} 
ARREA IRA ARA Р,, tetta Р, 使 得 
Q 一 Xp Ú Xp, Ú ` - U X;,, 
可 设 这 些 X, (£= 1,2, …， 全 两 两 不 相交 。 
XAH 
IW e; = И р, 
їХ›, = Хр 
所 以 在 { ， X ps “е, Х,,} ЕР — Ка. 这 置换 分 解 成 
为 一 些 彼 此 独立 的 轮换 的 对 积 。 每 一 轮换 中 所 涉及 的 Xe 合并 在 
一 起 作成 一 个 a, 这 样 就 把 避 分 解 成 为 两 两 不 相交 的 闭 子 集 O.G: 
=l, 2, 0e, ZR 
Q = Q, UƏ,U : U, 
为 了 证 明 }| 0; 是 拓扑 传 递 的 ,我 们 来 证 明 以 下 论断 : 
WE РХ, = Х,, UMV ЈЕ X, 中 任意 两 个 非 空 开 集 ， 那 么 存 
在 整数 п, 使 得 
ОГИ = G, 
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ЖЬ, VAX, 中 含有 周期 点 9， 于 是 
Xa = Х,, 
UX, = FOX = V = Z, 


因而 存在 
x€ U [11 ;, 
9 BJ JE] У) m , WU] 
lim ўта = q € U, 
于 是 ,对 于 充分 大 的 万 就 有 
f enz e U, 
这 时 


хе "ОЛУ, O 
定义 3.7( 基 本 集 ) 定理 3.6 中 所 给 出 的 闭 不 变 集 
2, ©, eer, о,, 
КЭЧ = ОС) ВАЕ, ЧЕ 2 88 V ООЖ ЖЕУ, 
基本 党 对 于 了 是 不 变 的 . F' RERED F НЕД Ж SY 
解 完全 一 样 


习 题 
3.1 试 证 明基 本 集 分 解 的 唯一 性 . 
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第 十 八 章 无 环 条 件 ， 滤 子 与 О 稳定 性 定理 
$1 无 环 条 件 


tM EROH Rieman WW, ГЕ DICH) 满足 公理 А.Т 
JE. Q = Q(J) УУ ЖА Ж. 
О = Q URU- - ` UQ, 
我 们 定义 
МСО) = {x€ М} Еш d(FR(z2, 90) = 01, 


W“(Q,) = {xE M im 407%) , Q,) = 0); 


并 且 在 各 Q, 之 疗 定 义 如 下 所 述 的 一 种 关系 “~”， 
Огу Uit (W“(Q NQ: Y(W:( ON О) = @, 
如 果 存 在 机 两 不 相同 的 癌 ， з, LCU > 1), 使 得 
О, > - > 9,> 9, 
我 们 就 说 基本 集 Q, ，………， 0, 形成 一 个 环 。 如 果 在 0 一 о) 的 
基本 集中 不 存在 任何 环 , 我 们 就 说 1 满足 无 环 条 件 . 


仅仅 公理 入 尚 不 足以 保证 8 稳定 福 。 这 可 以 通过 “8 爆炸 ”的 
例子 来 加 以 说 明 。 所 谓 “只 爆炸 ”， 基 指 一 个 系统 的 口 集 ,经 过 忆 
小 扰动 之 后 ,新 增加 了 很 多 很 多 的 非 游 荡 点 。 下面 ,我 们 就 来 给 出 
这 样 的 例子 . 

著 看 非 游 注 集 由 两 个 源 点 ， 两 个 诗 点 和 两 个 鞍点 组 成 的 一 个 
二 维系 统 其 动力 性 态 如 图 18-1-1 所 示 . 

我 们 给 这 系统 一 个 小 扰动 ,使 得 扰动 后 的 系统 从 C, 出 发 的 不 
稳定 流 形 与 Ci 的 稳定 流 形 横 截 相交 于 D 点 ,从 С. 出 发 的 不 稳定 
Жз С, 的 稳定 流 形 横 截 相交 于 Di 点 ,如 图 18-1-2 所 示 。 不 稳 
定 流 形 与 稳定 流 形 的 横 戴 交点 D, 和 各 DE fh BREA TPE 
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图 18-1-1 


РД 


pamm me iaar m tw — — а 


` 


k. 
| 
-z í 
| 
І 
1 


— w PE —_ wm W muku 


— 


ЕП 


图 18-1-2 


的 各 点 
ID (k € Z) 和 HDE 7) 

仍然 是 横 截 交点 。 КУТА, MARE Wa Wk 2 НЕЙ 
м. ВАА М ОСАЛ) 是 无 穷 集 ， EEDA, АА 
有 限 非 游荡 集 的 系统 f 得 到 了 无 穷 非 游 东 代 的 系统 hh， 这 就 是 说 : 
发 生 了 “OQ W rE”. 

考虑 上 面 例 子 中 发 生 “9 爆炸 * 的 原因 , 我们 看 到 关键 在 于 出 
W T SE MB JE K BES 

CHCC, 
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由 此 看 来 ， 谱 分 解 中 的 基本 集 满 足 无 环 条 件 对 于 о 稳定 性 是 十 分 
ERAL ЖБК КЕ, Palis 证 明了 : 如 果 公 理 A 微分 同 胚 + 是 名 稳定 
的 ,那么 它 的 基本 集 必定 满足 无 环 条 入 ( 参 看 [25])。 在 本 章 中 ,我 
们 将 证 明 

公理 A 十 无 环 条 件 全 @ 稳 定性 ， 
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说 子 是 研究 动力 系 抠 的 一 种 技术 性 的 工具 ， 满 足 无 环 条 件 的 
基本 集 , 可 以 与 一 定 的 王子 结构 相关 联 ! 参 看 下 节 )。 从 而 ,我 们 可 
了 以 利用 主子 作为 工具 研究 如 稳定 性 问题 〈 见 $4)。 本 节 党 来 介绍 
滤 子 的 定义 和 简单 性 质 . 

定义 21{( 滤 子 ) 设 下 是 紧 致 流 形 ，1e Homeo(M), PEM 
关于 了 的 一 个 庄子 .2 , Е 

(5 = M.C M.C ++ М, == М, 
HE 
KM O )Cin3M (а= 1,2, =, — 1), 
对 于 滤 子 7 ,我 们 记 
KICA) = [\ (МАМ), 


m" ë Z 


КС) (KECA), 


adm] 


显然 
Ka A CMAM (а= 1, ---,1), 
因而 两 两 不 相交 ， 
引 理 2.2 HTF A.: 
p= MCM CCM, М, 
我 们 有 


KICA) = (РСМ лам.) 
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= 门 Сам AM Y, 


因而 КЕС. Р Xe — 1, +++, DERSE, ЕН ТЕТЕ KL (. Z ) 的 紧 
致 邻 域 
U, = M NintM олам NM ,_, 


DKI A) 
满足 
[Y PU, 一 天 et) 
证 明 ， 由 
Г Мт) MANAM, 
C Мх М, 
可 得 
П Ммаин„)с 门 MNM a) 
ГАЈ ЗЕ 2 
с []) P(MNnM,_ ,), 
Гү Сихам.) (МАМ), 
ТЕЛ néz 
又 由 
JOM .)CinM CM., 
可 得 
[\ "(мс 门 йим) 
w 4 z ЫЕ: | 
C {| MM) 
N PGM (СМ). 
TÆ 
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全 РОМ хам.) 


ЖЕЕ 


一 (П PM.) jn (nN POMNIM a) ) | 
~ (N PADYA (N PONM em) ) 


== A "СИ ONM, 2; 


| FOMM A Maa) 


= £ £ 


-ÒN raa }п (Q PONM.) 
(Пим) п (N PANA.) 


= [Y| PAM aa) [7] 


引 理 2.3 设 Pe М, СРОК РАНА. KTP 作为 
f 的 游 菏 点 的 特征 ,我 们 有 以 下 互相 等 价 的 陈述 : 
а) IUE (р), УКЕ 2440} 
FUNU = ë; 
(b) 3EE (P), Va € N, 
PUNU = %; 
(c) IUE (Р), INEN, Vn > N 
PU YU = © 
(d) IUE (Р), INEN, Vn > N, 
"UNU = у, 
ЕНА. “(а) <=> (b), "(b)=> >o AE Ce == d)” 
是 显然 的 。 以 下 我 们 证 有 明 “(c) == >b) 
设 
PUNU = p, Vs > М, 
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W p 不 是 局 期 点 ,因而 
| Р, (P), "5 РР) 
MAAR ,存在 它们 的 不 相交 的 邻 域 
Va Fis ttes Fy 


记 
N 
W == 07 N КУ, 
则 显然 
W € NCOP); 
РИ Су, fW ПИСТУ ЙУ, = @ 
(j= 1,2, +, N); 
исно, ри ñW c ОПО = ë 
(I=N+1,N+2, -- D. 
БШ i 
"Г = $, МЕМ O 
命题 24 给 定理 关 于 ff 的 一 个 滤 子 A.: 
| Ф = М-М, :.:СМ, = И, 
我 们 有 


G) WE re MAM, ЖНА АЄ №, 1856 Mais BB 
ÅA z é al); 

(1) WR ye M. HEGE mE N, ETE МУМ, Z, 
y £ ОО); 

(ш) 了 的 非 游 葛 集 Q = Q(f) 分 解 为 两 丙 不 相交 的 集合 之 
并 : 


这 里 
о. kam Q Y (M ONM a) 
是 了 的 不 变 集 ,因而 
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Q, = ONKLA Je 
ше о. КЕ, 
ИЕНА. Ci) 因为 r€ MNM ais $x € JM ,_,Cint1M so AA 
FE U € JY (w) , 使 得 
UCMNM. ,, Осі, 
当 # = K +1 Н 
ЫЎ к=п PRHE Y 
с t 'i(int M ._,)C'intM aa 
这 时 | 
PUNU = @, 
这 证 明了 >* 是 } 的 游荡 点 ， 
Gi) 我们 有 
z = "ує MNM,, 
jms = y € М, 
于 是 ,由 《i u[ 81 z € OCP). Edi y é ОС). 
GH) 如果 
rE Q, = Q ( (M.NM,_.), 
那么 由 G), Gi) fi Q 5: T РАЈКА PE НГ 
Pre ОПСМ NM, ), Vm <€ Z, 
这 证 明了 
0, = Q Y(M NM ,_,) 
是 了 于 的 不 变 棠 ,因而 
0., = NKC A) П 
命题 2.5 ж.е: 
@ = M.C М,С- C M, =з M 
EMXT Р-Р. 
(1) MARM z ЕСО ТУНТ f, ЖА. 也 是 关 
Feti, 
(9) ЖР. А, КЕ (m )СУ,, 那么 对 于 在 СЖ CF 
充分 接近 于 РЕЈА e 也 应 有 КЇ. )C V.,. 


. 291 • 


rr erp 一 


证 明 。 G) В 
СМ. )сімМ, 
对 于 在 C* 意 义 下 充分 接近 于 КЛА # 也 应 有 
g(M ,)C-int М, 
Gi) ШЖ . 
KECAT) = [) f( M.N M. DCV as 


í £ Ж 


那么 存在 Ne N, 使 得 


N РОМ Nat M DEV as 


== 
因而 对 于 在 C0? 意义 下 充分 接近 于 РАЈА g 也 应 有 
КАС.) N PCM ,NntM _,)СС Р, Г] 


| "N 


63 МЕУР 


ЖУЗ. 设 革 是 紧 致 流 形 ,feE Homeof M), r< M E: fa 
不 变 集 。 我 们 置 
МСГ) = {rE M ип dtz, Г) = 0}, 
МГ) = {+€ М | lim 40} х, T) = 0}, 


МСГ) AWT) 分 别称 为 工 的 稳定 集 和 不 稳定 集 ， 

命题 32 БИЖИ, РЕ Homeo(M), TCM E: Р АЙ 
TAER, M 

(i) re WT) a(x)CT; 

(üu) re WT) alx)CTrT, 

证 明 ， 

Gi) “=>”, W z€ WCO), WFE z, € Г, 使 得 

dCi xa za) —> 0 (n> +00), 

对 任意 ye o(x), 存在 自然 数 的 遂 增 子 序列 1411，, 使 得 
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40], y)— Ü 人 > 十 的) 
于 是 


y == lim fix == lim zs; Є r. 
+ = 了 一 二 = 


“<=”. Шо w(x)CT。 则 对 于 任意 的 开 集 VDT, Е № 
Nye N, ЕЕ 
п >> N = Je Е И 
《否则 {{" Се) } 将 在 M 中 有 极限 点 )。 
因而 
Hm aG Ce), Г) = 0, 


(1) НЕ (D ЧЕ &®%/', Ear RENER O 
定义 3.3( 和 极限 集 ) MERRE, {Є Нопсо( И), ig 


LCF) = |} (ш,(х) Џо (а)), 


RHE LC) ЖЕЛ РААК. 
命题 34 БМА, f€ Нотео( M), As A'e, A, Ж 
f 的 两 两 不 相交 的 闭 不 变 集 ,并 且 


кре U Ais 


im} 
ү 
и = U WAD = U wh). 
ПЕВА. 选择 A; RIAR VCG m 1,2, e) ERV Р, 

т» И ТВЧ ЗЕ. B% 

СА) = А,СУ;,, 

АСУ) ПР; КУД, 
可 取 开 集 U, 满足 
Си, Сб, СРУ) ПУ, Ки) 

(Ре 1,2, '"  , 1. 

对 任意 的 xe M, AA 
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П 
С) С1(})< Ú AT U U;, 
所 以 存在 N € N， 使 得 


i 
s > М> f(e) e UJ Uh 


f=] 


设 
Р(х) € U;, 
[д] 
Pre (U u,)nvi— 0, 
用 归纳 社 可 证 
PEU; Мо >N 
TE 
wl) CB, n (Ú A) = A, 
z € W-( À;), 
这 证 明了 
M 一 Ú W(A;). 
同样 可 证 


{ 
M = U WCA). О 


i=] 
定义 35 ШИБЕ, Є Homeo(M ), As +++, AEA 
两 不 相交 的 f Ја, 我 们 在 这 些 集 合 间 定 义 如 下 所 述 的 一 
种 关系 六 ”: 
АУ i 
5 (W“( ADMD САС A МА) > Ф. 
如 果 存 在 两 两 不 相同 的 记 ，……、ii(? Z 1), 使 得 
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Л A.A 
我 们 就 说 机， ,4;, 形成 了 一 个 环 ， 关 系 六 ” 称 为 是 无 环 的 ， 如 
果 不 存 在 任何 环 . 
注 记 3.6 mE: >= r, BÉ Z, 
WA A — @, 
A, YW:(A;) 一 @, 
因而 定义 3.5 中 的 无 环 条 件 可 以 分 述 为 
(a) 不 存在 两 两 不 相同 的 i 6 607 > 1), 使 得 
WN WE ) зе д 
(j= 1, ert, i = t); 
(b) МСА ПМСД) = Л, 
(i= l, Ë), 
定义 3.7( 有 向 图 ) 设 V 是 一 个 有 限 集 。4CV x V, 我 们 把 
(V, 4A) 称 为 是 一 个 有 向 图 ,wv € V 称 为 是 这 有 向 图 揭 顶 点 ,fw 27) 
€ ABRERA” =r, 
АТАА (И, A') 称 为 是 有 向 图 (了 7， 4) 的 一 个 子 图 ， 如 时 
СР, CAAC x V'3, 
对 于 性 意 WCV。 记 
АЕ = ANGV x V”), 
子 图 (VV,，A1V') 称 为 是 有 有 向 图 (VY ,A) 在 VW 上 的 限制 。 
有 向 图 {VY ,有 4) 称 为 是 无 陶 的 ,如 果 不 存 在 子 图 


Fr 
+ 
| pa SS... 
`<. 2% (r>1) 
м, . 


TRA s€ V 称 为 是 有 向 图 CV，4) 的 一 个 下 极端 点 * 如 果 不 存 
在 ”< ,使 得 


F; 
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显然 任何 元 图 的 非 空 有 向 图 具有 下 极端 后 
命题 3.8 НГ (и, 4) ELEN, WATA VEX 
一 个 单 序 之 ,使 得 
s — => р Ш> рб, 
канай: "a ARAS — TER" > “Z rh, 
证 明 。 ФУ — N。 我 们 将 用 1,2, ++, N 3895 V ОТДА Sa 
号 ,使 得 
p, — n == у > J, 
首先 ,VV 一 VV, A= A, 
E, = {v € Vije ж (Vis 4) 的 下 极端 点 }。 
HHE |= N., RIBA 1,2,1 N. 这些 数 CERRY) 给 E, 
中 的 顶点 编号 。 然 后 记 
F,— V.NE,, Aim А}, 
E, = le € Vije Æ (Vz, 4) 的 下 极端 点), 
ШЕ, = №, XAN tl, N t2, e NM + N, 这些 数 ( 按 任 
ERE A Е, 中 的 项 点 编号 . 
依次 这 样 做 下 去 ,最 后 给 出 中 中 所 有 的 顶点 的 编号 ， 我 们 有 
w — о == ш 的 编号 在 ”之 后 ， 
按 这 样 的 编号 ， 我 们 在 了 中 定义 了 所 要 求 的 单 序 с>, Г 
1039 ZM ERA IOE fE Home M ), А, 机 是 两 
两 不 相交 的 f BJP AR ЗЕ Ж. ДЖ Л,,--., А, 满足 无 环 条 件 , 那么 
它们 可 以 按照 一 个 单 席 排 列 、 必 权时 重新 给 这 些 集 编号 ， 我 们 总 
可 以 假定 
Д. À; => : > }, 
БЕ Z › ИП BL Ах ЖЕ t ҢЫ S Wa ДЕ LAS R, BA АША An 6 Á, 
КЕЯ. 
定理 3.10 RM ERWE, РЕ Homco( М), 
A: @ = M.C МСС М, = М 
是 开关 于 了 的 一 个 滤 子 . MANAA S Ж Ж 
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КС) = KAG =l, 00, 0) 
ЕЖА. 


证 明 。 由 
K, (e )CintM,, 
d( MaM, KAA > 0 
和 
"(Мм н DC MNintM;, 
我 们 得 到 
WKC DCM: C M. 
XE 
КА. УС МАМ, _,, 
dt M ias КД. л) > 0 
和 — 
f(M,..)CCintM CMs 
我 们 得 到 
WK CA ))C М\м,, 
由 此 ,我们 看 到 
КС У КИО ) => M ДАМ t @ 
=> 102], 
但 不 变 集 
МКС) ПМК СЕ) СМ AM is 
所 以 
W(K.(.#)) УУ (К.С. )) = KA), 
K (f y K (f ), 
因此 
EA )> K (f) — š > ј, 
这 证 明了 | 


К.С. ), Кк. ), -ty Kilat) 
满足 无 坏 条 件 ， O 
本 区 的 主要 日 的 。 是 证 明 以 上 定理 的 逆 命 题 : 
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如 果 对 是 紧 流 形 ， fe Homeo( М ) АЕТ Ж A,, - =, A, 两 
淆 未 相交 并 且 .满足 无 环 条 件 《因而 可 按 注 记 3.9 ОРЕ ХЕ 


f 
不 变 集 编号 ). LE U A. 那么 存在 对 关于 了 的 滤 子 ， 


AAt. [72] == М.С M C CM = M, 


使 得 ( 按 上 面 所 说 的 编号 ) 
КК у= A (i= 1,--., D. 

为 了 证 明 这 一 命题 ; 先 杰 介绍 一 系列 的 引 理 为 方便 起 见 : 我 
们 约定 : 

M 表 示 一 个 给 定 的 紧 流 形 ， 

f € Homeo( М]; 

A,, ,出 是 关于 + 不 变 的 闭 集 , 它 们 两 两 不 相交 ,满足 无 环 
条 件 , 并 且 已 经 按照 注 记 3.9 中 所 述 的 顺序 编号 ， 


LGE U А,, 


Б1# 3.11 WADA W) + B => “(А ПА; = @. 
ШЕВА. WAAD 关于 了 不 变 。 因 而 WA] 也 关于 不 变 . 设 
x= € МСА, ГАСА) BE 2. 
a(z)C W°(A;), a(z) C A;, 
因而 
WAN 5, [7] 
引 理 3.12 
{i == Ís WA NA; == 27 
=> WE YCW:CA DNA) = @. 
证 明 ， EH Ж ЧА», a =], >, ӘЙ dr RE 3.4 的 证 
ВА Ат: ,于 是 Uis -- ., U, 两 两 不 相交 ， 并 且 
KU.) U, = @ (а = В), 
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іп 
Li = {О М, 
H 
. WADANA = @ 
存在 WAD 中 的 序列 {x4}, 使 得 
lm r, = x € Aj 
可 设 
fz ,1CU;. 
对 于 每 一 取 定 和 的 六 , 因为 
а (ха), 4,)—=0 (m — +o) 
和 
A,C'MNU;, 
存在 m € N , 使 得 
EEr E MNU;, 
记 
m, = miním € М] "Crp є MADR 
于 是 
PCa) € CU ONU, = Li, 
因为 Li 是 紧 致 的 ,必要 时 选择 适当 的 子 序列 ,本 设 
Fa) — y € L, (& — 十 oo) 
因为 
{r СМА), 
所 以 
rE WLA, 
我 们 指出 
| Ї"©у) € Di, Vn £ N, 
ERR iz p EN, В 
f (y) £ MNU;, 
只 楼 万 充分 大 就 有 
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ть P > 0, 
е) = Тху) e MNU;, 
这 与 m, 的 取 尘 相 了 矛盾 ， 因 此 ,只 能 有 
10у) Є Ui Vn € М, 
于 是 
wty) Є Ajs 
y € 而 所 4 ГС КАА), D 
8|38 3.13 
(196 ji, WAD NWCA) = @ )== : > r, 
证 明 。 由 引 理 3.11 AGA 3.12, 存在 
nE WAD ПСМ СД) А). 


LAF | 
М = 1 WHA 
FE k E 
z€ Ч/С Л), 
由 无 环 条 件 可 得 | 


Ë > š, 
ЭПЖ. “一 上 二 ,那么 命题 巨 得 证 。 如 果 = k, 那么 因为 
WAD OWA ) = Ø, 
由 同 祥 的 推理 可 知 F TE k, > ka 使 得 
W*(AÀ,) ПАСА, = 07, 
这 样 , 经 有 限 步 之 后 ,总 可 以 得 到 
Ti 一 而 
引 理 3.14 
G) WA) с U wa), Hm U wp EHE, 
f жы: 


LJ WAD ERR, 


iai 
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(ü) бл C UJ W (A), 因而 U Ww) 是 闭 集 ， 
iri ірі 
yw (A) EFR. 
Gi) (Uwn U wp 的 开 邻 域 ; U W"(A) Ж 
| 1з? li i 
U WC) 的 开 邻 域 ， 


证 明 . 


G) Мл) CM = |) Wwa). mi> itt 
i=l 


WAD OWCA) = 多 ,所 以 
WA C |] WAN. 


+E | М 
U WAE y W"(A;)» 
因而 U Wx Ai;) ERR. 
y Мл) = MN U W<(A;) 
是 开 集 . | 


Gi) Æ O RUFE J, 并 注意 到 这 时 不 变 集 A, A, 
的 排列 次 序 颠 倒 为 А Дре A BIS uE, 
(ш) U W<CADCM = LJ WA) ,下 无 环 条 件 , 当 k > 
Eik} 
WADAN WUJ = Ø, 
因而 
UJ WODC UJ ж (А), Г] 
jei kai 


= 20! + 


引 1 理 3.15 
G) 设 紧 集 RC [J WA), WH 


门 p(R3C Ú WCA). 
1=1 


ҢЫ „ПЖ É W ОЛ 
UJ м1) сос UJ W'(A;), 
+ FA Ў 

ВА 


П со) = UJ WAD. 
тра j жї 


(0) 设 紧 集 КС U WA) W 


P 
Г\ "СЕС U WCA) 
t=] 


特别 地 ,如 果 紧 集 0 满 足 
Uw aA)Ccoc UJ W), 
那么 
N 1002 一 Ú WA). 
证 明 . 


G) re [| СЕ), Д0 
зб 


P 
е(х)сЕС [| J МСА, ), 


因为 M = UJ (л), z € WAD, TEXAS 


"3 


s(xz)C Ak 
这 样 
@ ас (U W“(A,) ) ñA, 


KiK kE LOG = 1, .加 ) 中 的 一 个 - 


rE WA CT U мл, 2). 
(ú) Æ G) PA {ХЕ FR., П 
引 理 3.46 AMERRE, fe Homex M), P E f 83 S A+ 
ОРЕ, ЛЕ 
ПРО) = P, 


ШЖ ЕТЕ PRR V 98 S 
(а) PCintV C VCintO, 
(b) KCV)CintV, | 


ШЕВЯ. ig 
A, = Г\ РОО), 
Wl 
АА, r=, l, Z2,- 
н. 
Г 4, = P = F'(P)C'intQ YF тр), 
ке . 
因而 存在 r > 0, 使 得 
A Timp Ni Gp CF (0). 
于 是 
| К4,)со, 
КА, ) „а ОПА, ) k A, A,, 
又 因为 
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P= PNIPAM -EN FCP) 
Cimo AGMA- NF Gap) 
= int, , 
门 PCA) = PCiatA,, 
ANI A n = 1.2, 5 
所 以 存在 wn€ М, 使 得 
РСА, Сіна, 
记 4 一 4,, 我 们 看 到 : аа 
(1) PCintAC ACint0, 
(2) КА)сА, 
(3) 存在 n& 入 ,使 得 
РСА усі, 
WE s 1, ШЕЯ V — A, ЗЕЕ ИЕ, ПЯ о >> 2, ДЕН A 
АЖЕ B Wie 
Аси BC BC "(кА } Піко, 


并 置 

C АВП В), 
因为 

KACA, 

KBNAPOB)CPBCA, 
所 以 

HCICC. 

xH 


"(АС ACintB, 

FP''(A42CPU'(itB), 

F° CBF B)CIs рев) 
= РВ) 
С 201014 ) 
сш, 
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可 得 
PCiE, 

我 们 看 到 ,这 样 给 出 的 CC 满足 

(1) PCimC C C C'intO, 

(2) J€C)C C, 

(3) p-23CC )CintO, 
ek A СТ, RISE P ОЖ S V, PE 

(а) PCit Ссн О, 

(b) КУ)усигЁ, Г] | 

EE 317 МАТЕЈА, t, ACM E f€ Homeo( M ) 
HERDER, GB IR, WEHR, H Hj ЕТА 


3.9 所 述 的 顺序 编号 ;LC()C U 4;, 则 存在 M 关 于 了 的 滤 子 


Af.: 2} === MCM, C'e CM; — M, 
满足 


КК.) = A (= 1,6), 
IEH. 由 于 U Wp ЕЕ, U WO D ТАЈ 
сј ka; 
Ж. (Ет ЛЕК E О; 满足 
Ú WAD TCin сус | J WAD, 
чь] Ё г 
由 引 理 3.15 ,我们 有 
Г\ "Сор = UJ WA. 
m > Q k= Í 
又 由 引 理 3.15 ,存在 紫 集 Vi 满足 
(a) UJ Wr ADCiaVICViC |) WA), 
<; kw 
(b) Кус, 
记 


М; = U V, G= fp, 1), 


j < F 
BI M,(: ==], i) 满足 
(a) UJ W“(A;)C'intM,CM,C |] WA), 


<; <: 
(b) См.) CintM 
和 
(c) Mi M;. 
АЕ Еа 
„ө“ D — M CM, ,C--- C M; = M 
EAK 2 í = 7 时 


AD WCA) == @ * 


我 们 有 
A; M1 == 5, 
Еј 
A,C M АМ, Д, 
又 有 
U W“(A;)C M.C UJ WCA), 
ji j 
См) = U W); 
w ü Кай 
M NintM ,_ C U WCA) s 
fr 
Г\ СММ) U Wwa; 
и> i>r 
因而 
[| CM NintM CW A;), 
还 有 
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U) W“(( ADC MNuntM,-.,C UJ) W)» 
I>: J: 


т 20 


A MNM) = А05 
Li 
МЄ UJ WCA). 
Fa 


Q FC M, yC U WA); 


"= 


因而 
| Г\ f "(M /NntM CWT 
由 上 面 的 讨论 ,我 们 得 到 
ас Í) PP'(M NntM a) 
СМА) 1W(A,) = Л 
FH ЕП ES] 


КД.) = A, (= 1, өй), Г] 


$4 Q 稳定 性 定理 


i M K Pk? Riemaon 流 形 ，fe DiffCM》， 我 们 陈述 关 
于 了 的 条 件 : 


АША ОЦ) 共有 双 曲 构造 ,并 且 


Per(f) = 0(]); 
жи OG) 的 谱 分 解 的 基本 集 满 足 无 环 条 件 。 
本 节 将 证 明 以 下 的 8 稳定 性 定理 , 


定 现 4.1 如 果 fe Diff(M) 满足 公理 A ЕЖ, 那么 
f ЖО PASE RU. 


EH. ЕГА, £F M ЖР FRF 
Z. @ = M IC M, IC C M, — M 
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满足 
KILA) = Q; G =l; 1), 
于 是 
U; |= M Nat M i 
ОКОН. 
N 0) = KA) = 9;, 


FH ©; R. f # U, НЕ КАЯ, 
击 第 十 五 章 定理 3.7， 存 在 2; 的 紧邻 域 FiCU їп # НС 4 
域 "i, 使 得 对 性 党 gE Wis ТЕТЕ А 
hb: Q, — AÁ, == (| gi), 


满足 
hotl O; = Fo), 
这 里 A, = [| 2V) 是 8 在 V; 中 的 极 大 不 变 集 ， 由 本 章 的 命 


пЕ@ 


题 2.5, HERE Sa s Yi, 可 设 对 于 任意 & € 2, 
К.Е) — (UDEV; 


w € z 


于 是 
Кё )C Ai, 
及 由 于 
Á; == п "(РӘС Г\ ЕО) = КСА ), 
我 们 有 
KA) — A GI, l), 
5 & 


QE) = Е ПСМАМ im) 
一 H ГК? W ) 
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显然 有 
ALECA 
将 证 明 
aC) = A, 
事实 上 ,因为 Per) = 0G) HAA О, 是 互相 卫 离 的 : 
Q,CintM АМ, G =el, e d), 
所 以 
A; 一 Ре {Га 
于 是 
A, = À,(9;) 


= A, (Репо) 
СА (Рег a) 
CPerCg) 
Tol), 
因而 
А; ON A = 05682), 


за [| С, 
申 上 面 的 讨论 ,对 于 任何 8&€ ар 
h: Q, — 008), 


使 得 
д0; = goh, 
(ган 1, +, i), 
于 是 ,由 
АО hi (i= F, +++.) 
Br ye ЈА 


ñ: J) — XE) 
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HE 
Aof | OC) = goh, 
XERA y ОЕ, 0 


推论 4.2 满足 公理 4 和 无 环 条 件 的 微分 同 趾 组 泪 Diff(M) 
中 的 一 个 开 集 . | 


ВЕНН. SHa ik yE PEAS ЖИА T PE 3.7 和 
本 章 定 理 3.10, 妇 可 得 到 本 定理 的 证 明 。 Б 
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第 十 九 章 c 伪 轨 与 8 跟踪 及 其 应 用 


设计 是 光滑 的 Riemann Й, f€ DifECM),，ACM 是 了 的 
紧 致 不 变 集 ， 在 上 一 章 中 ， 我 们 定义 了 4 的 稳定 集 WOA) 和 不 
稳定 集 W*(A) 《参看 第 十 八 章 ,定义 3.1)。 如 果 了 在 紧 致 不 变 集 
A ЕНН, ШУ ТЕЛЕ /在 各 点 x 有 的 稳定 流 形 W: (z) 和 
不 稳定 流 形 WO). ХАЯ 

LJ МС) см СА), UJ Wr CW AY. 


=£ A =€ A 


能 否 有 相反 的 包 沼 关系 ,从 而 使 上 两 式 成 为 等 式 呢 ? 当 了 在 4 上 具 
有 局 部 乘积 构造 时 ， 对 上 述 问 题 的 闻 答 是 肯定 的 ， 我 们 将 证 明 这 
一 事实 ,证明 中 涉及 的 a 伪 罗 与 #8 眼 踪 技术 ， 是 动力 系统 研究 中 
的 一 种 很 有 用 的 工具 .我 们 也 旺 便 介绍 这 方法 的 一 些 其 他 应 用 . 
区 后 ,我 们 还 将 指出 ,利用 这 里 建立 的 结果 ， 对 于 公理 入 微分 同 胚 
的 无 环 条 件 , 可 以 作 更 简单 的 陈述 ， 


$51 а Ы В FREE 
EN 11а ы p BE) іХ Aage, fe Ho- 


meo( X), а ж КЕЗ, опр 是 整数 而 且 z < 5 (a = —соңў 
£ b = co е J ti УБИЕ ВЈ). Х ФЕЈ Я) 


{х; ар. 4 
称 为 是 了 的 一 个 = ро, 31 RE 
d(Fq;, аа) S m, Yi =a, —1, 
我 们 说 a WEL {xs 被 从 3 点 出 发 的 轨道 所 8 FREZE ,如 果 
оа m a, +з, 


513812 УХ ДЖ 2н, c Homeeg X), B 是 任意 给 
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定 正 数 ，N 蚌 任意 给 定 的 自然 数 。 则 存在 «с> 0， 使 得 任何 长 度 
DN + 1696 фе (z; HE, TIELE AA xo HRADE В Ёл. 
证 月 。 由 一 致 连续 性 ,存在 a с> 0, 使 得 


dG, v) < a= dfin, po) < È 


(1= 0,1, ӨӨӨ, N), 
特别 地 


Срез ад < а => (lei, Лх) < E 


WK LLN). 
于 是 
d(f хь» а) 
== (Рх, к) + а(х, Р, у 
+: 20 x) 
В. B 
N 


<Ë „8 1k... +Ë ыя 
N N 


(= 1,2,- N) O 
定理 1.3 М-Ә АЈ Riemann PEE ,f єн (М) 
ERR AC M НКА. 如 果 上 在 4 上 有 局 部 乘积 构造 。 
则 对 任意 的 8 > 0. 存 在 上 >0, 使 得 站 中 的 任意 a х, СА 
(ЖҮР а 一 一 oo 或 者 5 一 + co 的 情形 ) 都 能 被 从 基点 xe À Hi 
Ий Ө RPR. | 
证 明 。 第 一 步 ， 由 给 定 的 # > 0 确定 适当 的 a > 0, 
首先 、 由 第 十 六 章 定理 2.2 和 定理 2.17, 对 于 充分 小 的 5 之 
0, 存 在 0 < и< 1, EHA yE AR 
P € WiO) => dP, F ty) =< рар, У) 
和 - 
q € Wi (y) = 4(]4„ fy) =< раба, у), 
ДУ e т> 0 Eh, tE 
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3 1 -) 
ecg, [Z + |} < 
LD (2 JL z 8, 


出 假定 ， 4A 共有 局 部 乘积 结构 ,因而 对 于 > 0ТЕ 0 < 8 < e, 
使 得 | 
ya EA ВСУ, х) < 8. 
=> W: (у) ПМ) СА, 
BE N € N 充分 大 ,使 得 


ne Š. 

В Е < z” 
由 引 理 1.2, 对 于 取 定 的 NEN Яп > 0, 存在 ae > 0, 使 得 尾 何 
a 伪 轨 {>Н ыс А 可 以 被 从 加 出 发 的 轨道 所 HR. 


SP. Fia = 0, ë = rN RJ. ERE. 假设 所 给 
М = Фо {ж}, 


这 时 {ась о 被 从 ww 出 发 的 轨道 所 > RE. 我 们 归纳 
Hh E V {хүн ЭЁ: 


“Ж 
хо = хо, 
然后 置 
жожом 一 М СР) П М халы, 
因为 


d(f ху» хим) 
= dll хум» Fx) 十 арх, хоком? 
= ае + 2. < 9, 
所 以 下 述 轨 纳 的 做 法 每 一 步 都 有 意义 1а 
t= ГГ“ хм» 
我 们 将 证 明 (z ш 被 从 = 点 出 发 的 轨道 所 FP Wawa. 
对 于 了 一 (rr 一 N ++ K, 0 S K < N, ПН 
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alfie, xi) = di, х9) 
= Af g Erann) 
=< (fU tras feo nn) 
+ аР nno Faen) 
+ а(х To 一 mW 
但 因为 

dl ху, P xunn) < 8, 

СА, 大 和 Do 
一 d(C рам) 
= "ts, . 

ДОН Ак, СЕГУН Ак, „шу 
= df Өх, fH ri ny 
= s tg, 

所 以 

а, Ром) 
Су е ОМА м) 

+ dr оом 六 ru- 
= et 十 p pv- 
=< 8 

1 — # 


ахо ass jx nm) «в, 


С}, ons Torintk) < Z, 
ЕХ ЖЕ {ӘН ,我 们 得 到 
а, з) < — + е + ®- 
. 1 3 
< ( 1 —— # + Э, ° 
<f, | 
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第 三 步 考虑 а, 5 的 一 般 情形 ， 
对 于 a Фу 1, 可 取 + 充分 大 ,使 得 rN > wn， 然后 补充 
定义 
Hf 
TE., {хх 可 以 被 从 某 点 <€ À 出 发 的 罗 Ж Вт PR PA. 因而 
{хш 也 可 设 被 从 zx 点 出 发 的 轨道 所 8 REX, 
ЖТ е Hiir elah AI), S] Ж ИЯ a ру ei 0. 
如 果 这 时 从 yek 出 发 的 轨道 RER (х, ЯВАА + == ју 
发 的 轨道 也 就 让 有限 际 {р 
对 于 xz = 0, ¿ = +оо 的 情形 ， 我 们 选取 0 p < 8, 然后 
Хас 0, 使 得 尾音 a Poe {207 可 以 被 以 J E A RRRA 
ERER. хел (у, 的 一 个 子 列 极限 点 ， 由 于 
(Уа) < R, i= 0 1,5, п, 
所 以 
dfr, х0) Pi 0,1,2, +. 
由 从 x HRE P ВВЕ eh HTa, ¿ 之 一 或 者 二 者 都 是 
无 穷 的 其 他 情形 ,可 以 类 似 地 讨论 ， 口 
注 记 1.4 特别 地 , 上 一 定理 中 的 4 可 以 是 Апоѕоу 351818 
情形 的 紧 流 形 M, 也 可 汉 是 公理 A 微 分 同 且 情形 的 9 集 或 者 9 集 
谱 分 解 中 的 任何 一 个 基本 集 . 


62 а 伪 轨 与 B РАЈ 


定义 21 a 的 轨 {ee 称 为 是 周期 的 ,如 果 存 在 asN, 使 
得 
mia x; МЄ Z, 
EIA 2.2 (Anosov 封闭 引 理 ) 设 M 是 紧 致 光滑 Rieman 流 
J, 1€ Difft( M) 是 Anosov PUDERE Д) f 满足 公理 A. 
证 明 。 只 须 证 明 Perl = 0(]), 
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s Anso У ИДЕН. 设 o 之 0 k ОИ. Р 
0 < 8 < SEARE 0 =< « < 8, 使 得 邓 的 任意 a р АН 8 FB 


PE. АЯТТЕЕ НУУ EOU), FIE nE N, 使 得 
EC y) < а, 
对 于 
iw сл + Ë (а, КЕЁ, 0 = K < п), 
RTE 
x; = fiy, 
这 样 得 到 了 一 条 局 期 为 # pI ® фу, dee 于 是 存在 从 x € M 
ШАН 8 PER E: 
арх, zm) =< B, YEZ, 
AHA ‚ 
oFf"r, Рх) 
= ах, tind + dr, Ë x) 
=< 28 =< a, Wi E Z, 
所 以 
х х, 
ШР 
z € Per(7), 
在 上 面 的 讨论 中 ,对 8 的 要 求 内 是 


0 < 8 <= 
#< 3 


我 们 可 以 取 # 任意 小 。 因 而 对 于 取 定 的 6 MER’ Є 00), WEF 
在 x € Per(f)， 使 得 

d(x, y) < 8, 
这 样 ,我 们 证 明了 


Pe(f) = 000). D 
定理 33 БМН Rieman MÉ., f€ DHEM) 在 其 紧 
ВН 3 A КЖ ШЕ ЕЛИ ЖЕЕ. 
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О) WD = U wi, 


(и) мл) = |] w(<), 
(1) 显然 有 


\) ма) WH. 


我 们 来 证 明 相反 的 包含 关系 ， 

由 4 的 双 曲 性 ,可 以 确定 e > 6 满足 第 十 六 章 52 中 稳定 流 形 
定理 的 要 求 ( 对 这 取 定 的 6, 稳定 流 形 定理 的 推论 一 一 第 十 六 章 推 
论 2.16 成 立 )- 取 0 < 8 了 对 这 样 的 8, 又 可 确定 0 < a < B, fŠ 


得 A PRHE e HRA A 8 IRER. .再 选取 0 < r< #8 ДЕ: 


b, 46 A, (р, 4) < Y > a( lp, ja) < > 


ҤЕ y £ W'( A), 因为 
limaj y, A) = 3, 
所 忆 存 在 自然 数 М, 84924 s >> N ij 
d(f'y, A) —< т, 
H x, € Aln = А, N+ 1, N + 2, 0), 518 
АУ к.) < v. Vn 2 N. 
补充 定义 
x, = р, Wn € Z, n < N. 
内 为 
d(Íx,, кън) 
< 00}, НУ) + df y, Xapi) 
=< 二 


> Z Y <a, Vr > N 
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EEFT Yai) 
= (Pp Nt р) wa 0. Vn =< М, 
RMA: {х„ы-„1® « В. Kal fE z EA, 使 得 从 x 出 发 的 
ЭМ 6 BREZ {xa hre- Хх 
d(fPy, Рх) 
= d(f'y, r,) + d(x,, Рәх) 
= У--@< в, Vn > N. 


于 是 
Fy EWIG" x), 
| y € ЧМР) СА (ш), 
这 就 证 明了 
WAC U Wwe). 
Gi) Æ G) 中 以 关 RE f BB. О 


53 关于 基本 集 的 无 环 条 件 一 一 再 谈 2 稳定 性 定理 


在 上 一 章 , 对 于 f€ Homco( M ) 的 两 两 不 相交 的 闭 不 变 集 4i， 
A, "| A 我 们 陈述 了 如 下 的 无 坏 条件: 
不 存在 两 两 不 相同 的 1-5, 5б 之 1), 使 得 
(W“(A; 1А, A A CW CA УМА; ,,) 9 @ 
С] =], `. г, ipp == ñ). 
在 上 一 音 , 我 们 还 指出 ,上述 无 环 条 件 可 以 分 述 为 
(а) 不 存在 长 度 1 的 环 ， 即 不 存在 两 两 不 相同 的 c, 
„+ > 1), 使 得 
WANWA) = @ 
(і = 1,6658 ry i тт h); 
(b) 不 存在 长 度 一 -1 的 环 , 即 
W“(A;2f1W(A,) = A; G = L, +, DD, 
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жвн, Ж EI Ob ВОВЕ s Ka ҖЕ E ДУРЕ A [ИЛЕ 
f 的 如 集 的 谱 分 解 的 基本 人 浊 8,,，…: , 9,, ВАЖЕ (b) 自然 而 然 
地 成 立 : 
МЕСО) YW О, = 0, G= 1, -- 1), 
УЙП, РЛ A $R ТЕА ОУ REEE О, ---, О, 的 无 环 
ЖР, FIDA BRE 5. 
不 存在 两 两 未 相同 的 2 ++, „(у > 1), 使 得 
"(ӘП W (Q...) > @ | 
(i= 1, 5-6 5%ы = А). 
先 介绍 两 个 引 理 | 
引 理 3.1 设 术 是 一 个 光 谓 的 Riemann WÉ, ACM 是 紧 致 
Ж. }є Difr( M) 以 4 为 其 双 曲 不 变 集 ，E4 是 任意 给 定 的 点 ， 
VC M 279. 如果 
| W) n UV = @ 
(WOJO = @), 
那么 对 于 部 分 邻近 于 7 了 7 的 9e4 也 有 
WDA = ДА 
(W“(q) YV = @). 
证 明 。 由 双 曲 不 变 集 的 稳定 流 形 定 瑶 { 第 十 六 章 定 理 2.2), 存 


ТЕ СК А, ШАРУ ЕЕ 
рх)“ C) (x € A), 


满足 
D'(z) N Blr, £) = W:(xz), Yre A, 

于 是 有 

W'(z) = LJ] FEWE) 

k= Q 
c LJ АО" кус Ce), 
=й 

因而 
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Wir) = Ú] TAD), 
&>@ 
如 果 
s€ Ww (yr, 
那么 存在 太守 0, 使得 
r€ f-tD'(Jty) Y V, 

ВА f *D'(fizx (x € A) Ш С” RANER, MARE 2 <€ A 
充分 接近 于 E D) 上 就 有 一 点 充分 接近 于 e, SI 
f *D'(FFay V = D, 

由 此 即 得 | 
WENES, 
“同样 可 证 ， 如 果 WONT = Ф„ 9E4 充 分 接近 7， 那么 
W“(q) V = @.) D) 

5 83.22 设 邓 是 一 个 紧 致 光滑 . Riemann #6, € DM) 
满足 公理 A. О, 是 ff 的 占 集 谱 人 和 分解 中 的 一 个 基本 集 ,，》，z € O,, 
{ > 0 是 任意 给 定 的 实数 。 则 存在 Р 的 周期 点 Pe Q, MARN k, 
满足 

d(p, y) <i, ЗС, z) <š, 

ПЕВА. TEA хє 0, BERIE, ЖИ ze  т„п ç Z, 

使 得 
ar, y) < È, Alfr) < E, 
2 . 2 


又 因为 周期 点 在 Q, 中 称 密 ,在 在 了 的 周期 点 pe O, 满足 
x. È nm Š 
peB (! z, =) пеев (у, =}, 
ig È = y 一 m, Ш] 
абр, fe) < È, арр, p.) < Š. 
2 z 
THEA 
dP, y) < LE, абур, z) < š, 
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设 卢 的 周期 为 必要 时 以 =k + 《这 里 【是 充 分 大 的 自然 
数 ) 来 代 蔡 不, 可 设 k N, Ü 

定理 3.3 设 对 是 一 个 紧 致 光滑 Riemann WW, f€ Diff'( M ) 
WE ZEE А, 89; 是 了 的 如 所 谱 分 解 中 的 尾音 一 个 基本 集 , 则 

W'(G,) Y WO) = 0. 

这 就 是 说 ， 公 理 A 微分 同 胚 } АВО 2н, BERA 
长 度 为 1 的 环 ， 

IH., 设 veEWODNW*(01), 而 VY 是 vz 的 一 个 开 邻 域 。 
由 定理 2.3 ,存在 YE 9,, z EO 使 得 

е € W'(y) Y W" (=). 
由 引 理 3.1 TAFE 2 > 0, 使 得 对 尾 意 请 足 
das y) <ü, 4(r, z)—< t 
Ë qs r € 0;, 我 们 有 
WNF = @, МС) ПУ = Ф, 
KAE 3.2 可 知 , 存 在 PE Per(f) Y 9; ЯП k EN, E45 
d(p, y) < Z, dftp, =) < t. 
于 是 
МСР ПИ = @, W“(#te) YV = Ø, 
外 网 可 得 
@ Pw RINI И СМС) ПКУ, 
利用 第 十 七 章 引 理 2.9, 类似 于 该 章 推论 2.10 中 的 做 法 可 以 证 明 : 
存在 自然 数 i?， 鸽 得 
УПР > @, 
于 是 
| {КНУ ГУ 56 Ф. 
上 面 的 讨论 说 明 e € 如 ,因而 
s € О Гу С О, Y W"(Q,) = a 
这 样 ,我 们 证 明了 | 
W'(Q n UA) TQ,. 

相反 的 包含 关系 是 显然 的 。 Ü 
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НТБ, {ТЕЛДЕ О REEERE CETA, EM 
41)Ж ЖЖ: 
EH 3.4 (О 稳定 性 定理 ) 设 M 是 一 个 紧 致 光 谓 Riemann Mi 
JÉ, F£ Difr( M) MERAH A, Oee, Q, E: f ËJ Q 38 pr E rh 
HERETER. 如 果 不 存在 两 两 不 同 的 5， -- , ir > DE 
МСО, ЭП WS, .) = Ф 
(J= 1, - * , на), 


2А 7 ж O 155E BS, 
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第 二 十 章 “ 链 回归 集 与 R 稳定 性 定理 
$1 链 回归 集 


定义 1. 萎 链 回 归 售 ) 设 好 是 紧 致 距离 空间 , f€ Homeo( М), 
F z € M 称 为 是 了 的 链 回 归 点 ， 如 果 对 任 总 的 < >0 都 存在 通过 
х 点 的 周期 e 伪 轨 。 f 的 所 有 链 回 贡 点 组 成 的 集合 称 为 是 了 的 链 
EAR, i0 R). 

以 下 ,我 们 约定; 对 是 一 个 紧 致 距离 空间 ，f e Homeo( М), 

引 理 1.2 хек) 的 充分 必要 条 件 是 ; ЕЖ б> 0, Ex 
的 8 球形 邻 域 由 有 f 的 周期 8 AIEE.. 

证 明 。 必 要 性 是 显然 的 ,我 们 来 证 明 充分 性 , 对 任意 50, 取 


0 <s 一 三 满足; 


bP, q € M ,d(b, 4) < à = 40Р, la) < = 


{е 是 满足 条 件 4(хь, х) < 5 的 周期 5 伪 轨 ,其 周期 为 mw。 
我 们 置 
pam |” 好 时 i= Кп, 
Yis не. 
将 证 {ri}. 是 通过 x 点 的 周期 为 的 8 的 轨 . УНН 
讨论 ， | 
ФЕ 1. nmi, Aife rns Vk €Z. RATA 


а(х z) < 5 < $, 


d(]xza хо) < 8 < r. 
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Б 
d(Íx, fra) < 了。 
БАП 
@(}хо» ху = d(Írz, х) 


= аіх, fr) + 4(}х,, Xo) + а(х, х) 
< Е, 
情形 2. s> |, 这 时 有 


ENES E-E $ < ° 
dlr, fx0) < =. 


а(х, z) < 00, fro) 十 d(fra, ху) 


£ 
= +0 <, 


Сх, уз хь) == Саа z) 
= d{ fxr хо) + (х, х) 
=< 8 + B — Eg, 


对 上 述 两 种 情形 , 我 们 都 证 明了 : {x 小 是 通过 « 点 的 局 期 8 
Hth. ш 


命题 1.3 R) EHE, 
证 明 。 设 хє). WE r 的 任意 5 球形 邻 城中 有 f 的 周期 


в 伪 轨 通过 ， 由 引 理 1.2 可 知 : xER(f)、。 O 
命题 14 RG) RG. 


ШЕН. Vk << RRO), 则 对 任意 8 > 0 存在 通过 x* 点 的 周期 8 
伪 轨 txi}1=-。， 首 


Y; = Iz. us 
则 
dV х) = d fras х,у < E, 
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ауз» yaa) = A rips fz. -n) < 8. 
RHE; Phi. 是 广 ! 的 周期 8 伪 轨 并 且 通 过 * 的 6 球形 邻 
域 ， 因为 s 是 尾音 的 ， 由 引 理 1.2 B хє RC). 这 证 明 
+ 
ROER). 
Р ARRI t 又 可 得 
R(F')C-R((f OT = В). g 
命题 15 R 是 了 的 不 变 集 。 
WEHR. ЭЖЕЕ e > 0, 可 取 8 > 0, 使 得 
bP, q € M, dCP, q) < 8 => d (fP, fg) < в, 
设 =€ R(f)， 则 存在 通过 * 点 的 局 期 8 伪 轨 {xi}f2-。 TE 
(fz; р 是 通过 fa 点 的 周期 8 фф: 
| d(fx;, ха) < 86 => aCi r)a Їх) < Е, 


这 证 明了 
КЕС ))С К), - 
同样 有 
PROD = RO ОСЕ!) = КР). 
БЫ ТП 


fCR(f)) = RCF). L] 
命题 1.6 O(j)CR()D. 


UERS. it re О(}),8 是 任意 正 数 ,U 是 x 的 A 球形 邻 域 , 则 


存在 *&N， 使 得 
PUAU = Л, 
取 
y ef" UNv, 
则 以 下 各 点 可 生 威 一 个 局 期 为 和 的 好 仿 抽 
y fy, .. Ру, 
这 伪 轨 通过 ”的 8 球形 邻 域 ,这 样 ,我 们 证 有 明了: eR). 0 
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52 Hausdorff 距离 及 其 应 用 


ГРЧЕВ, ин ООС) 5 ОС) 并 不 一 定 相 等 ， 
ВЕ ЖР РАЈ Я, ЖЕШ НЕЗ УЧЕБ ЖЫН Ж БУШЛ 
的 原因 之 一 ,就 在 于 以 下 关系 总 是 成 立 : 

了 (并 RE 有 > 一 ВО), 
为 了 证 明 这 一 事实 ,我们 要 引信 Hausdorff EBESfE20 L FL. 
设 (M , 4) 是 一 个 紧 致 距离 空间 .由 于 
d: M > M — R 
是 定义 于 紧 残 空间 对 x 对 上 的 连续 函数 , РИ ТЕЕ K e R, EE 
dlr, EM 
设 . 委 是 必 的 所 有 的 非 空 闭 子 集 组 成 的 集合 。 在 .上 可 以 引 人 距 
离 : 
D(A, B) = sup)d(x, 4) — d(z, BCS 25), 
这 里 | 
а(х, 4) = inf 26,7), 
ШЕ БЕЗЕ РЕН АОЛ. ВПУ ЯК 为 Hausdorff 
EA. 
alJ 21 Hausdorff 虐 离 可 以 表示 为 

D(A, B) = max{sup 2(4,8), зор (Дз) 
wH. RNS 

зир db, A) = зир|4(5, А4у—4(5, B)| 

< D(A, В), | 
同样 
sup d(a, B) < D(A, В), 
因而 
max[sup d(a, B), sup 2(2,4)) SDA, B), 
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另 一 方面 ,对 于 任意 z€ M, b€ В, 我们 有 
dx, A) < 4(х, b) + db, А), 


于 是 
dlr, 4) — dr, В) = d(x, А) — inf d(x, b) 
— sup (d(x, 4) — dalz, b)) 
< sup 4(5, A). 
同样 有 
dix, B) — dlr, A) = зар 4(a, B). 
因而 


D(A, В) = sup |a(x, 4) — dlr, BY 
x ú M 
= maxÍsup d(a, B), sup #05, AJ} [J 
G £ 4 £ H 


5192.2 5 DCA, В) < Ë, Ni 
G) 对 任意 取 定 的 se А, 存在 5€ B, 使 得 d(a, Б) < ë; 
Gi) HERRE РЕВ, 存在 a € A, Edla, Б) < Е, 
反 过 来 ,如 果 (i) ЖП GD 成 立 , 则 可 得 
D(A, В) < š. 
ПЕНЯ, 由 sup Фа, B)< ë 可 得 (i)， 反 过 来 , H G) 可 得 
sup d(a, B) =< ë. 
Жж (u) АЖ ЧИТЕ АЛЕ КЕШЕВН. ГЛ 
紧 致 距离 空间 См, 4) 是 完备 的 据 此 ,我 们 可 以 证 明 : 
定理 23 Брин (ж, D) 是 完备 的 . 
IERA., {A ECF, D) 中 的 Cauchy РЕЈ, 我 们 将 证 明 
ша 4, — Ё U 2, 
根据 Cauchy 序列 的 定义 ,对 于 0 < ë < sy 存在 NEN, ц 
m , n> N 时 


D(4,, А.) < > <. (24) 
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ПЕВА: H oa >N t 
D(A, А.) < ë < s, 

依据 引 理 2.2, 我 们 分 两 步 进 行 讨论 . 

第 一 步 。 先 证 明 对 于 任 玄 取 定 的 “> 六 和 5E Aws 存 在 #& A, 
使 得 а(а, b) < ë, 

为 此 , 取 

和 

EIR m, P > ni kt 


Ë 
D( А, 4,) = эн" 


取 РЕА, = An UE aí € A,, 已 经 取 定 ,按照 引 理 2.2 可 以 
ДУ jp É 4,... ш 


Ë 
4(аы» ар) < эз" 


ЊЕНУ] (M, d) 的 完备 性 ， 可 以 断定 点 列 (a) KATHA 
ає м: | | 


lim s; = a 
Í — += 


并 且 
dla, b) = d(a, a < à, 
МАЕШ a € 4。 事实 上 ， a; > p 时 我 们 有 


a; € UJ Ams 
map 
所 以 
a€ |] dms Vp e N, 
т>р 
ИП 


sé 4 = f" U Am, 


Ë =1 тнр 
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第 二 步 。 我 们 指出 ; 对 于 任意 取 定 的 => N ЯШ ае a= ` 
N U AmE E EA, 满足 


d(a', Б) < š, 
事实 上 ,因为 
a" € б Ame 
mat 


MARE m Z n fl c € Ams 满足 
ос 
йб а, c) < >. 


注意 到 (2.1), 我 们 断定 ; 对 上 述 c, FED EA 使 得 
dle, Б) < £, 


于 是 
da oda с) + (с, Б) < Е, 
通过 上 述 两 步骤 ,我 们 已 经 证 明了 当 * > МЕ 
D(A, 4.) < ë < Е, D) 
定理 24 距离 空间 (2, D) ERAH. 
证 明 ， 对 任意 Ac .多 ,我 们 定义 一 个 连续 映射 
КА): M — R 
х > d(x, А), 
这 样 , 我 们 把 多 КА ССМ, К) 之 中 
{: F — CY (M. R) 
А» (А), 
容易 看 出 ,这 锯 人 是 等 距 的 : 
ICA) 一 XB = sup [i( 4)(x) — jB A) 
== sup ,12(x， 4) — dlx, В)| 


= D(4, B), (2.2) 
I 多 是 完备 的 ;所 以 K CC (М, D 人 也 是 完备 的 , 因而 是 
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闭 的 ， 又 ,我 们 有 
AYE) { = d(x, A) < K, 
HC IO ЖА) Су? =< d(x y Y ), 
ҮАЄ 8, 4, YEM, 
即 (з )CC (M, R) 是 一 致 有 界 并 且 等 度 连 续 的 函数 族 。 由 
Arzela-Ascoli Е 8, REEF) 是 C'(M，,R) 中 的 紧 致 全 ,再 
Жї НН ЖЕБЕ (2.2) ,E aT r (F, D) аан). TP] 
做 好 了 上 述 准 备 工 作 之 后 ,我 们 来 证 明 本 节 的 主要 定理 。 
TA 25 设 对 是 紧 致 度量 空间 ，f E Homeo(M), Wi 
КОРА) = RCF). 
证 月 ， 只 须 证 明 R(DCR(OIRCf)X( 相 反 的 包 合 式 是 显 热 的 ). 


任 给 ze R(1) 和 we N, 存 在 过 * 点 的 周期 的 二 OP Ca 显然 C。 


是 非 空 逆 集 .本 {Chc HER 2.4 和 定理 2.3, 存 在 {С} 
的 子 序 列 (C, ) Ша РЯЕ 25 


C= N ЈС, € =, 


ka] jk 
pp 
ш DC C,,, С) = 0, 
ПА I € С, 
我 们 来 证 明 CC R(f] C), HH 1 在 M 上 的 一 致 连续 人 性 可 知 ,对 
EE ° > O, 存在 < 8 < 本， 满足 


P | 2 € M, dp q) < 9 => d4(ft , fa) < з 


取 nn 充分 大 ,使 得 
D(Cn,s С) < 8, 


设 Cw = (ehte ND т, Bee C, 使 得 
d(z;, x;) < 5, r= 0, 1, е, m — 1, 


ЕЕ. 


我 们 看 到 ,由 (= Zip Tta =: } HE pk — A АН 25 m АЈ Ë t Ëh: 
1{{=; › Zi = dlfz,, Íx;) + diiris хз) + dC titar Ziya) 
< 8, 
对 任意 ye C, 由 引 理 2.2 可 知 , 存 在 xe Ce 满足 


d(x', y) < 8 < =. 


相应 地 有 z'€ (zY 满足 
dla’, y) = d(z', z”) + diz, у) < 6, 

在 > 的 任意 6 球形 邻 域 中 ,有 ff 在 C 中 的 局 期 s 伪 轨 通过 ， 因 而 
y € RCAfLC》。 这 证 明了 

CORIUICICRO). 
特别 地 ，* HER e REPRE, A fE CCR 中 的 周期 s фо 
轨 通 过 ,因而 

x € RGI R(f)2. 
我 们 证 明了 

R(f)CR(TIR(/f)2. n 


53 有 稳定 性 定理 


以 下 恨 设 好 是 一 个 紧 致 光 笛 的 Riemann 流 形 :ece DCM), 

将 证 : 了 在 RG) 上 其 有 双 曲 构造 的 充分 必要 条 件 是 它 满足 
ZEBRA 和 无 环 条 件 。 H. RANER: 如 果 КОР) НЗ ЯШЕ, 
那么 

Per(f) = OQ(f) ~ RCH). 

为 此, 需要 推广 以 前 的 可 扩 性 定理 和 伪 轨 跟踪 定理 { 第 十 四 章 ， 定 
理 2.5 和 第 十 九 竟 ,定理 1.35. 

定理 3.4《 推 广 的 可 扩 性 定理 ) i f 在 紧 致 不 变 入 AC M 上 
有 双 曲 构造 . 则 存在 + > 0 fc> 0, 使 得 只 要 

x,y EV — B(A, q) = {PE M |d(P,A) < n) 
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满足 
fr, Рує V, dr, TY) < c, 
Wa € Z, 
就 必定 有 : x == y. 
证 明 ， 家 4 的 邻 域 如 满足 第 十 五 章 定理 2.3 的 要 求 ， 然后 取 ? 

之 0 充分 小 ,使 得 

V = B(A, PeU, 
于 是 ， 

A = (EV 


是 f 在 人 中 的 极 大 双 曲 集 。 ЖП o HARTAR, Su 
样 选取 的 5 > 0 和 o> 0 满足 定理 的 变 求 ， 

定理 3.2( 推 广 的 擅 轨 跟踪 定理 ) ШЖ f 在 紧 致 不 变 集 4CMH ` 
上 有 双 上 曲 构 造 ,那么 对 充分 小 的 8 > 0, 存在 0 < a< б, 使 得 A 
中 的 任意 a HHS V = BC, nP AINNE Е RERE. 

WIER. ERER :> 0 和 V 一 BCA, n) 如 上 面 定理 证 明 中 
所 述 。 将 证 : 对 于 充分 小 的 0 < 8 < 9， 可 以 确定 о, ESA 
HERK © е V rh 89538 8 BR Ez. 

记 Z= Z, ЖЪН. 定义 Z rh 893 ИШИН o 如 


F: 
wi Z > Z 
itl, 
T А а Bh (zi), ЖП ЮЙ — Aun 8 
8: Z— À 
i — rj, 
于 是 


4(Je0(i), Воо(2)) = 2(}(04:)), Oi + 1)) 
= dfris ха) < а, 
V: Z, 
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62 БИДИН, E == 0*(T M ) 和 E BS Ж йй ЖЕН] Г? (E), 8 


”验证 : г(Е) 是 一 个 Banach ZH, 


对 于 充分 小 的 0 < < 近 9 我 们 定义 一 个 保持 纤维 的 映射 : 
Ф; E(o)— E 
Eau > exp ggn of ахраб ew. 
Н |61 < p 充分 小 , 所 以 expedtew) 5 90:1) 完 分 接近 。 于 是 
{°ехраш ва) 与 POG) 充分 接近 , 因而 与 9Ci + 1) 充分 接近 (只 要 
® ЗУЛ). 这 说 明 旬 的 定义 是 合理 的 ， ERREZA 
Ф. Г(Е(о)) — T(E) 
| st— oro t. 
根据 Раа 引 理 (第 十 三 章 ,定理 2.2), 
рФ(ӧуг = (РФ) -ofotrt 
= 一 Tforew™!, 
容易 看 到 А 一 DB(0): I(E) -> TSE) 是 一 个 双 曲 线性 映射 ,并 
HR ` | 
А АЕ S TJ) A ОДАН << > < 1, 

类 似 于 第 十 五 章 引 理 3.5 和 引 理 3.6 的 讨论 可 以 证 明 ， 对 于 尾音 
给 定 的 8 > 0; 存 在 0 < 8 < о, 使 得 在 P'(E(8)) E, $ 表示 为 : 
фе А + Ф, 

这 里 p: P(E 一 THE) W Z 
Lipp) = #', 
根据 第 于 五 章 推论 3.3, 可 以 确定 适当 的 常数 
Ü —< >= В, 


, Ë Б 
0 < Е = — g = — (I! — ру 
Ë Б * ) 
Ü < = r+ E < I, 


使 得 只 要 
Iç) = sup | exp eeto(i — 1) 


== sup (јх; лу х) 
ГЕ 
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<s <, (1 — 0), 


就 能 断定 TOG 中 有 唯一 不 动 点 ,这 不 动 点 7Y 满足 
Ir] 所 一 Ë |ф(б)| < A. 
1 a b 


由 Ф 的 定义 ,我 们 得 到 


701) 一 exp fo ехран nr (i 一 1), 


Vic Z. 
PD 
exp TI) == jexp,,_ Y (í — 1), 
| е2. 
记 
y, = exp, Y(:), Vit Z. 
则 有 
У; == Pim AIEZ 
和 


4(y;, х,) = 4( exp YG), х;) 
= |r| <#, 
这 证 明了 (у) 一 {fy} ВРЕ (+ Y 的 轨道 ， 0 
定理 3.3 ШР КО) ЯЖ, ВА 


Рег() = QC) = КС, 
Бп AESA А, 
证 明 。 对 于 A 一 КО), ВПЛ Е УОЛ ос ОПЕЕ 3.1 
所 述 。 对 于 充分 小 的 
cp r. 


又 可 确定 0 < & < 0, 使 得 4 一 RG) 中 的 任意 о 伪 轨 都 有 六 中 的 
轨道 8 跟踪 (定理 3.2)， 对 任意 的 xER() = ROIR, 存在 过 
z 点 的 周期 o Mth {x:}CRCf)，、 设 其 局 期 为 н, ХАЯ у А, 
W {f} E ВВЕ (xr, 
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Шр] 
(РУ, ТУ) < (РУ, хаһ) + 4Сх,, Ру) 
28 Yi€ Л, 
因而 
“у = y, 
Вр 
у € Per( f). 
在 上 面 的 讨论 中 ,可 取 吕 任意 小 , 而 对 于 住 意 取 定 的 x Є КОР) 
AHT АЙЧ 8 > 0, {ЕЕ y € Per(f) 满足 
dlr, y) < B. 
这 证 明了 
Pertf) = КР). O 
定理 3.4 ЖЖ f 在 RC(f1) 上 具有 双 项 构造 ,那么 aG!) = R(J) 
PEERK. 
证 明 、 假 设 存在 ОО) = RG) HERRA: 
HO = О, 
WU: 
q; £ WOO WCO) (3.1) 
{(+==1‚, r 
于 是 ,对 于 任意 的 e > 0, 存在 充分 大 的 自然 数 m, 使 得 


а"; 9)< 5, a(i gis 0.) < 5, 


i=], r, 

又 由 第 十 九 章 引 理 3.2 n] 81, £F #E b, € Q, 11 k eN 满足 

а(р,, Ра.) < 8, 

ALP i”ga) <8, 12.5, 
和 

d(fup FG) < е, ¿= 1, +." Р, 
于 是 ,以 下 有 限 点 列 生 成 一 个 周期 s P Eh; 
Pis сс | JEP F ФА» 7° з Ча» “as 
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Pas 5-7, 19Р Ез 77, da tta PR 
prs sy ТР t os н 00, 
我 们 证 明了 :， 对 任意 е > 0， 都 存在 过 4; ARAM = [А SA, БП 
4:6 RG) = Q), ХН ў 1„---, у, 但 这 与 外 的 选取 方式 由 
TECIE G1). O. 
推论 3.5 WẸ f ERG 上 有 具有 双 曲 构造 ， 那 么 于 满足 公理 
态 和 无 环 条 件 , 因 而 i 是 上 8 稳定 的 ， 
类 似 于 第 十 八 章 命题 2.4, 我 们 可 议 证 朋 以 下 事实 ， 
命题 3.6 设 M 具 有 关于 了 的 滤 子 
Р @ = МСМ, CCM- M. 
则 有 
(1) Ж хє Мм. 并且 存在 EN ,使 得 从 x € M... BB 2, 
x é R(f); 
(ü) W ye м. НН тє М, yE MS Mas, 那么 
y £ RO); - 
(ш) ATHE R = R 分 解 为 两 两 不 相交 的 集合 之 
并 : 


这 里 
Ra = RACM NM OC MAM ai 
是 + 的 不 变 集 ,因而 


R ,— Г\ J% M NM ,- = КЪ. ), 


k £ z 
Е, 一 RAKIA), 
证 明 . (1) RIA 
Man) <іым, а, 
可 以 选取 及 满足 
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0 < А < а M NintM as С М„—.)), 
对 于 这 样 的 PP 和 六 一 不 二 1， 依据 第 十 妃 章 的 引 理 1.2 可 以 确定 
0 < пе, TES M rh WJ (TES a DU h. {rN_o 都 可 以 被 轨道 {fixo} i=%0 
所 8 т, t, 我们 将 证 明 : 从 = 出 发 的 任何 a 伪 轨 (x; H> 
(n= x) 都 不 可 能 是 周期 的 ， 事 实 上 ,我 们 有 
| Кее Км), . 
а(х, хды) < 8 < 4(М\шм„.,, KM, OD. 
由 此 可 得 
| хан E tM aa OM „л. 


以 
HE Macis ЇЕ КМ... 
d(Iz,.+is хкыза) < а < 8, 
又 可 得 到 
жын E IRM oC Ma, 


我 们 证 明了 | 
| xz E ЗИМ. CMa- Vn г>}, 
这 说 明了 lz YF2_.(z, = z) ЖАНЕ ЯНАУ а Я, 
(п) 我 们 有 
z = J "y € МУМ, 
F"z= = y € Мь, 
由 (i) 可知 é R(I), [КИШ y € RG). 
(ui) ШЖ 
x€ К, == RACM NM amdo 
MAHR (i), Gi) A ЕНЧА НҢ 
| ftx € R Y(MAAM,. D), YREZ, 
这 说 明了 
Ra = RACM AM а) МАМ. 
是 了 的 不 变 集 ,因而 


R.C 门 мАм. 1) = КЕ), 
ЌЕ £ 
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R= RAKIC) O 
定理 3.7 如 果 FEAE AMER IAR = ОС). 
证 明 ， 设 Q = Q(f) 分 解 为 基本 党 的 并 集 : 
Q= Q UGU 本 
{КЕ А ЕЗ8 3.17, ГЫ IT yE #F ERT 
A @ = M,CM IC - OCM = M, 


满足 
O, = KA) = Г\ МАМ), 
ХЕ 
于 是 | | 
Q, = Or KILA ) 
СЕПКЕ.) 
= R; KI( Z )= 0, 
R, = 9; (i= I, i), 
因而 


1 1 
R = LJ R, = |0; = 9. 日] 
推论 3.8 RG) 具有 双 昌 构造 的 充分 必要 条 件 是 : 了 满足 公 
理 上 和 无 环 条 件 。 
定义 39 f, z€ Homeo( M) PRAE R HRI, 如 果 存 在 同 是 
À: ВС) — К(р), 
使 得 
Aef|R(7) = рой» 
ЕПИ РЕ а]. 
RCF) m» КСР) 
a| |: 
RO) — f , ВС) 


ЖЖ. 3.10 设 fe DiffCM). 如 时 任何 在 避 意义 下 充分 邻近 
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f 的 8 都 与 1 1# Б REHE, WER f B. R 稳定 的 . 

定理 3.11 (R 稳定 性 定理 ) 设 fe DCM) mE ROA 
有 双 曲 结构 ,那么 了 是 只 稳定 的 ， 

证 明 . 由 推论 3.8 ЕЈ) У ЛА ЛЯ Е, ЁТЕ о 
稳定 的 ， 允 由 定理 3.7 可 知 ВОР) = 001). 因为 满足 公理 A 和 无 
环 条 件 的 微分 同 凸 组 成 Diff( M) 中 的 一 个 开 集 《第 十 八 章 推论 
4.22， 所 以 对 于 任何 在 CELTA Ey EE XL f Bj Z ШЗ RE) 一 
С), TE,R 稳定 性 成 为 如 稳定 性 的 推论 ， O 
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